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Exercice 1
Décrire l’ensembleP(P({a})) oua est un élément.

Exercice 2
Dans cet exercice,A, B etC sont des parties quelconques d’un ensembleE.

1. Montrer queA ∩B = A ∩ C etA ∪B = A ∪ C si et seulement siB = C.

2. Résoudre l’équationX ∪A = B dansP(E).

3. Montrer queA\(B ∩ C) = (A\B) ∪ (A\C).

Exercice 3
SoitE un ensemble.
Montrer qu’il n’existe pas de surjection deE surP(E). On pourra considérer l’ensembleA = {x ∈ E, x /∈ f(x)}.

Exercice 4
Soit E, F et G trois ensembles.f : E → F , g : F → G eth : G → E trois applications. On suppose queh ◦ g ◦ f est injective,
queg ◦ f ◦ h etf ◦ h ◦ g sont surjectives. Montrer quef , g eth sont bijectives.

Exercice 5
SoientA etB deux parties d’un ensembleE.
On définit l’application

Φ :
P(E) → P(A)× P(B)
X 7→ (X ∩A,X ∩B) .

1. DéterminerΦ(∅), Φ(E\(A ∪B)).

2. Donner une condition surA etB pour queΦ soit injective.

3. Chercher, s’il existe, un antécédent de(∅, B).

4. Donner une condition surA etB pour queΦ soit surjective.

Exercice 6

1. Soientf : F → E etg : G → E deux applications. Montrer qu’il existe une applicationh : G → F telle quef ◦ h = g
si et seulement sig(G) ⊂ f(F ).

2. Soientf : E → F etg : E → G deux applications. Montrer qu’il existe une applicationh : F → G telle queh ◦ f = g
si et seulement si(∀(x, y) ∈ E2, f(x) = f(y) ⇒ g(x) = g(y)). Donner une condition pour queh soit unique.

Exercice 7
Soitf : E → F une application etG un ensemble qui contient au moins deux éléments.
On définit deux applicationsf∗ etf∗ par

f∗ :
F(G, E) → F(G, F )

ϕ 7→ f ◦ ϕ
etf∗ :

F(F,G) → F(E,G)
ϕ 7→ ϕ ◦ f

.

1. Montrer quef injective ⇐⇒ f∗ injective ⇐⇒ f∗ surjective.

2. Montrer quef surjective⇐⇒ f∗ surjective⇐⇒ f∗ injective.

Exercice 8

Soientf : N → N, n 7→ n + 1 etg : N → N , n 7→
{

0 si n = 0
n− 1 si n 6= 0 .

Montrer queg ◦ f = IdN mais que nif ni g ne sont bijectives deN surN.
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Exercice 9
Soitf : E → F une application. On définit deux applicationsρ et δ par

δ :
P(E) → P(F )

A 7→ f(A) etρ :
P(F ) → P(E)

B 7→ f−1(B) .

1. Montrer quef injective ⇐⇒ δ injective ⇐⇒ ρ surjective.

2. Montrer quef surjective⇐⇒ δ surjective⇐⇒ ρ injective.

Exercice 10

Soitf :
]0,+∞[ → R

x 7→ x ln(x) + 1
x

.

1. Sur quels intervalles (les plus grands possibles)f est-elle injective.

2. Donnerf(
[
1
2 , +∞

[
), f(]1, e[) etf(

]
1
e , e

]
).

Exercice 11
SoitA =

{
(−1)n + 1

n , n ∈ N∗}.
Montrer queA est borné et calculersupA et inf A.

Exercice 12
Soitf : E → R une application injective. On définit surE une relation binaire≤ par

x ≤ y ⇐⇒ f(x) ≤ f(y).

Montrer que≤ est une relation d’ordre.

Exercice 13
SoientA etB deux parties deR qui vérifient

∀a ∈ A,∀b ∈ B, a ≤ b et∀ε > 0,∃(a, b) ∈ A×B, b− a ≤ ε.

Montrer quesupA = inf B.
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