Feuille d’exercices 9 - Ensembles finis, dénombrement - MPSI 1 - 2006-2007

Dans les exercices, pourc N on notergl, n] 'ensemble{p € N,p < n}.

Exercice 1 - Nombres de surjections
Soient(n, p) € N*2. On noteS® le nombre de surjections d&, n] sur[1, p).

1. CalculerSE pourn < p. CalculerS}, SZ, S7.

P
2. CalculerS,_ ;.

3. Soitn > 2. En considérant la restriction[& n — 1] d’'une surjection dél, n] dans|1, p], montrer que

Vp € [2,n—1], SE =p(SP_, + SP7Y).

p
_ k(D n
4. Montrer queS? = E (=P (k)k .
k=0
Exercice 2

.y n+1
1. Montrer que pour touip, n) € N? tel quep < n, < ) _< )
que pour toufp, n) quep < kz_p 9l
2. OnnoteS? = Z kP. CalculerS}!, S2 et S3. On pourra utiliser la question précédente.
k=1
Exercice 3

n 1 n
1. Soitn € N. Caluler —— .
pz:(:) p+1 (p)

2n 2n—1
N o fg 4n 4in
2. Calculer(1 + i)™ puis en deduweE (—1)”(2p) et E (—1)p< )

p=0 p=0 2p +1

Exercice 4
Compter le nombre d’applications strictement croissantg$,gé dans[1, n)].

Exercice 5
Soit E un ensemble fini & éléments. Calculer le cardinal de= {(X,Y) € P(E)*, X C Y}.

Exercice 6

1. La MPSI4 comportd5 éléves. Combien y a-t-il de groupes de colle possibles (il faut former 15 groupes de 3 éléves) ?

2. La MPSI5 comporte: x p éléves { etp deux entiers non nuls). Combien y a-t-ils de groupes de colle possibles (il faut
formern groupes de colles deéléves) ?

Exercice 7
On définit la suitgu,, ) nen parug = 0, u; = 1 et pour toutn > 0, upio = upt1 + Uy (SUite de Fibonacci).
Montrer que

n

n
V(n,p) € sz Z (k‘) Up+k = U2n4p-

k=0



