
Feuille d’exercices 9 - Ensembles finis, dénombrement - MPSI 1 - 2006-2007

Dans les exercices, pourn ∈ N on notera[1, n] l’ensemble{p ∈ N, p ≤ n}.

Exercice 1 - Nombres de surjections
Soient(n, p) ∈ N∗2. On noteSp

n le nombre de surjections de[1, n] sur[1, p].

1. CalculerSp
n pourn < p. CalculerS1

n, S2
n, Sn

n .

2. CalculerSp
p+1.

3. Soitn > 2. En considérant la restriction à[1, n− 1] d’une surjection de[1, n] dans[1, p], montrer que

∀p ∈ [2, n− 1], Sp
n = p(Sp

n−1 + Sp−1
n−1).

4. Montrer queSp
n =

p∑
k=0

(−1)p−k

(
p

k

)
kn.

Exercice 2

1. Montrer que pour tout(p, n) ∈ N2 tel quep ≤ n,
n∑

k=p

(
k

p

)
=

(
n + 1
p + 1

)
.

2. On noteSp
n =

n∑
k=1

kp. CalculerS1
n, S2

n etS3
n. On pourra utiliser la question précédente.

Exercice 3

1. Soitn ∈ N. Caluler
n∑

p=0

1
p + 1

(
n

p

)
.

2. Calculer(1 + i)4n puis en déduire
2n∑

p=0

(−1)p

(
4n

2p

)
et

2n−1∑
p=0

(−1)p

(
4n

2p + 1

)
.

Exercice 4
Compter le nombre d’applications strictement croissantes de[1, p] dans[1, n].

Exercice 5
SoitE un ensemble fini àn éléments. Calculer le cardinal deA = {(X, Y ) ∈ P(E)2, X ⊂ Y }.

Exercice 6

1. La MPSI4 comporte45 élèves. Combien y a-t-il de groupes de colle possibles (il faut former 15 groupes de 3 élèves) ?

2. La MPSI5 comporten ∗ p élèves (n et p deux entiers non nuls). Combien y a-t-ils de groupes de colle possibles (il faut
formern groupes de colles dep élèves) ?

Exercice 7
On définit la suite(un)n∈N paru0 = 0, u1 = 1 et pour toutn ≥ 0, un+2 = un+1 + un (suite de Fibonacci).
Montrer que

∀(n, p) ∈ N2,
n∑

k=0

(
n

k

)
up+k = u2n+p.
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