
Feuille d’exercices 26 - Fonctions de deux variables réelles - MPSI 1

Exercice 1

Soit f définie surR2 parf((x, y)) =
x3y

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0) et

f((0, 0)) = (0, 0).

1. Etudier la continuité def et de ses dérivées partielles surR2.

2. Montrer que
∂2f

∂x∂y
((0, 0)) 6= ∂2f

∂y∂x
((0, 0))

Exercice 2
Soit f : R2 → R de classeC2, et g(ρ, θ) = f(ρ cos θ, ρ sin θ). On

pose∆f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
le laplacien def .

1. Calculer
∂g

∂ρ
,
∂g

∂θ
,
∂2g

∂ρ2
,
∂2g

∂θ2
en fonction des dérivées partielles

def .

2. Exprimer∆f en fonction des dérivées deg.

Exercice 3

Etudier la continuité de la fonctionh définie parh((x, y)) =
x2

y
si

|x| < |y|, y sinon.

Exercice 4
Etudier en fonction du paramètreα la continuité de la fonctionfα

définie parfα((x, y)) =
|xy|α

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0), 0 sinon.

Exercice 5
Résoudre les équations aux dérivées partielles suivantes (f est de
classeC1) :

1.
∂f

∂x
− ∂f

∂y
= 0. (chercher un changement de variable affine)

2. x
∂f

∂y
− y

∂f

∂x
= 0 (utiliser les coordonnées polaires).

3.
∂f

∂x
+ x

∂f

∂y
= x + y. (changement de variable(u,

u2

2
+ v))

Exercice 6
Déterminer les extrema des fonctions suivantes définies surR2 :

1. (x, y) 7→ ex sin y.

2. (x, y) 7→ x2 + xy + y2 + 2x + 3y.

3. (x, y) 7→ sinx + sin y − sin(x + y).

Exercice 7
Etudier la continuité, l’existence et la continuité des dérivées par-
tielles des fonctions suivantes :

1.


x3 − y3

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 sinon

2.

{
x2 si |x| > y
0 sinon

Exercice 8
Soitf ∈ C2(R, R). On pose

g((x, y)) =


f(x)− f(y)

x− y
si x 6= y

f ′(x) sinon

Montrer queg ∈ C1(R2, R).

Exercice 9
Soit α ∈ R. On dit que qu’une applicationf de R2 dansR est
homogène de degréα si pour tout(x, y) ∈ R2 pour toutλ > 0,
f((λx, λy)) = λαf((x, y)).

1. Soitf ∈ C1(R2, R) une fonction homogène de degréα. Mon-
trer que les dérivées partielles def sont homogènes de degré
α− 1.

2. Soitf ∈ C1(R2, R). Montrer quef est homogène de degréα si
et seulement si

∀(x, y) ∈ R2, x∂1f((x, y)) + y∂2f((x, y)) = αf((x, y)).

1


