Feuille d’exercices 23 - Espaces euclidiens - MPSI 1

Exercice 1 1. Montrer que(xy, ..., ) est une famille libre si et seulement si
1. Montrer que I'applicatior{f, g) — / e ' f(t)g(t) dt définit Glar,...,zp) est mversple. o
. . 0 2. On suppose dans la suite gus, ..., z,) est une famille libre.
un produit scalaire suz ([0, 7], R). Montrer qu'il existeP € GL,(R) une matrice triangulaire su-
2. Déterminer la projection orthogonale de — sin(t) sur périeure inversible telle qué(z, ...,z,) = ‘PP. En déduire
Vect (t — 1,t — t,t — t2). quedet(G(z1, ..., z,) > 0.
w Soitz € E etmy,...,mpy1 les cofacteurs dé&/(x, ..., zp, x)
3. Déterminer( bin)f€R3 /0 e !(sint — at® — bt — ¢)? dt. associés aux indicép + 1,1), (p+1,2), ..., (p+1,p+1). On
a,b,c P
Exercice 2 posey = > (—=1)" " mja; + map .
DansR* euclidien, déterminer un systéme d’'équation cartésienne et j=1

une base de l'orthogonal d€ et la matrice dans la base canoniques Montrer quey € Vect (21, .., z,)L.
de la projection orthogonale sérdans les cas suivants :

1. F={(z,y,2,t) ER*  x+y=0ety+z+t=0}

4. Montrer que y est la projection orthogonale de sur

Map+1
2. F =\Vect{(1,1,2,-1),(2,3,—1,0),(0,2,0,1)}. Vect (z1, ..., x,) L.
3. F={(z,y,z,t) ER* 2 +y — 2z =0}. det
. B ) } 5. Montrer quel(z, Vect (a1, ..., z,)) = | — (Glzy, -y p, 2),
Exercice 3 det G(z1, .., zp)

DansR® euclidien, déterminer la matrice dans la base canonique d%xercice 8

la symétrie orthogonale par rapport & On rappelle que la trace d’'une matrice carrée est la somme de ses co

efficients diagonaux et définie une forme linéaireXi(R). On rap-
pelle également que T B) = Tr (BA), Tr (P~1AP) = Tr (A),
Tr (*A) = Tr (A).

F={(z,y,2,t,u) ER° x4+ y+2—t=a—2—2t+3u=0}

Exercice 4
Soit (e1, ..., e,) une famille de vecteurs unitaires d’un espace vectol. Montrer que I'applicatior{A, B) — Tr (*AB) définit un pro-
riel euclidien tel que duit scalaire suM,, (R).
n 2. Montrer que la base canonique J&,(R) est une base ortho-
Vo € E,||z|* = Z (z]e;)?. normale pour ce produit scalaire.
i=1 3. Montrer que I'ensemble des matrices symétriques et antisymé-

. trigues sont des supplémentaires orthogonaux denR).
1. Montrer qugey, ..., e, ) est une famille orthogonale. a PP g )

2. Montrer que(ey, ..., e,,) est une base orthonormale He 4. Montrer querA € M, (R), Tr (4) < /nTr (“AA).

Exercice 5 Exercice 9

Soit ' un espace euclidien ¢te L(E) un endomorphisme tel que 1. Montrer que I'applicatiorf(z, v, 2), (2, v/, ) — za’ + yy' +
pour toutx,y € E, (f(z)|ly) = (z|f(y)). SoitB = (ey,...,e,) Une , Lo N g . . 3 -
base orthonormale de. zz 2,(xy +yx3) deflr.1|t un produit écalalre. s, On consi
1. Montrer que la matrice d¢ dans la bas@ est symétrique. dére désormaig” munit de ce produit scalaire.

. . 2. Déteminer un rthonormaleRie
2. Montrer que Kerf et Im f sont supplémentaires orthogonaux éteminer une base orthonorma

1 -1 0
danskE. :
. 3. SoitS=| 0 —1 1 |.Calculers?.
Exercice 6 0 0 -1

Soient f une fonction continue strictement positive sur le seg-
ment]a, b]. A I'aide d’un produit scalaire judicieusement choisi sur ™
C([a, b]), montrer que

Soits € L(R?) 'endomorphisme canoniquement associé. a
Déterminer Ker(s — Id), Ker (s + Id), montrer que ce sont des
supplémentaires orthogonaux dds

b A dt b dt> (b 9 5. Montrer ques est une symétrie orthogonale dont on donnera les
" f#) W SO T (b—a) éléments géométriques caractéristiques.

et étudier les cas d’'égalité.

Exercice 7 - Matrices de Gram
Soientx,...,z, des vecteurs d'un espace euclidigh On note
G(x1, ..., xp) = ((zilx))1<i,j<p € Mp(R) la matrice de terme gé-
néral(z;|x;).



