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Exercice 1

1. Montrer que l’application(f, g) 7→
∫ π

0

e−tf(t)g(t) dt définit

un produit scalaire surC([0, π], R).

2. Déterminer la projection orthogonale det 7→ sin(t) sur
Vect (t 7→ 1, t 7→ t, t 7→ t2).

3. Déterminer inf
(a,b,c)∈R3

∫ π

0

e−t(sin t− at2 − bt− c)2 dt.

Exercice 2
DansR4 euclidien, déterminer un système d’équation cartésienne et
une base de l’orthogonal deF et la matrice dans la base canonique
de la projection orthogonale surF dans les cas suivants :

1. F = {(x, y, z, t) ∈ R4, x + y = 0 et y + z + t = 0}
2. F = Vect{(1, 1, 2,−1), (2, 3,−1, 0), (0, 2, 0, 1)}.
3. F = {(x, y, z, t) ∈ R4, x + y − z = 0}.
Exercice 3

DansR5 euclidien, déterminer la matrice dans la base canonique de
la symétrie orthogonale par rapport à

F = {(x, y, z, t, u) ∈ R5, x + y + z − t = x− z − 2t + 3u = 0}.

Exercice 4
Soit (e1, ..., en) une famille de vecteurs unitaires d’un espace vecto-
riel euclidien tel que

∀x ∈ E, ||x||2 =
n∑

i=1

(x|ei)2.

1. Montrer que(e1, ..., en) est une famille orthogonale.

2. Montrer que(e1, ..., en) est une base orthonormale deE.

Exercice 5
Soit E un espace euclidien etf ∈ L(E) un endomorphisme tel que
pour toutx, y ∈ E, (f(x)|y) = (x|f(y)). SoitB = (e1, ..., en) une
base orthonormale deE.

1. Montrer que la matrice def dans la baseB est symétrique.

2. Montrer que Kerf et Imf sont supplémentaires orthogonaux
dansE.

Exercice 6
Soient f une fonction continue strictement positive sur le seg-
ment[a, b]. A l’aide d’un produit scalaire judicieusement choisi sur
C([a, b]), montrer que∫ b

a

f(t) dt
∫ b

a

1
f(t)

dt≥ (b− a)2

et étudier les cas d’égalité.
Exercice 7 - Matrices de Gram

Soient x1, ..., xp des vecteurs d’un espace euclidienE. On note
G(x1, ..., xp) = ((xi|xj))1≤i,j≤p ∈ Mp(R) la matrice de terme gé-
néral(xi|xj).

1. Montrer que(x1, ..., xp) est une famille libre si et seulement si
G(x1, ..., xp) est inversible.

2. On suppose dans la suite que(x1, ..., xp) est une famille libre.
Montrer qu’il existeP ∈ GLp(R) une matrice triangulaire su-
périeure inversible telle queG(x1, ..., xp) = tPP . En déduire
quedet(G(x1, ..., xp) > 0.
Soit x ∈ E et m1, ...,mp+1 les cofacteurs deG(x1, ..., xp, x)
associés aux indices(p + 1, 1), (p + 1, 2), ..., (p + 1, p + 1). On

posey =
p∑

j=1

(−1)p+1+jmjxj + m2p+1x.

3. Montrer quey ∈ Vect (x1, ..., xp)⊥.

4. Montrer que
1

m2p+1
y est la projection orthogonale dex sur

Vect (x1, ..., xp)⊥.

5. Montrer qued(x, Vect (x1, ..., xp)) =

√
det(G(x1, ..., xp, x)

det G(x1, .., xp)
.

Exercice 8
On rappelle que la trace d’une matrice carrée est la somme de ses co-
efficients diagonaux et définie une forme linéaire surMn(R). On rap-
pelle également que Tr(AB) = Tr (BA), Tr (P−1AP ) = Tr (A),
Tr (tA) = Tr (A).

1. Montrer que l’application(A,B) 7→ Tr (tAB) définit un pro-
duit scalaire surMn(R).

2. Montrer que la base canonique deMn(R) est une base ortho-
normale pour ce produit scalaire.

3. Montrer que l’ensemble des matrices symétriques et antisymé-
triques sont des supplémentaires orthogonaux dansMn(R).

4. Montrer que∀A ∈ Mn(R), Tr (A) ≤
√

nTr (tAA).

Exercice 9

1. Montrer que l’application((x, y, z), (x′, y′, z′) 7→ xx′ + yy′ +

zz′− 1
2
(xy′+ yx′) définit un produit scalaire surR3. On consi-

dère désormaisR3 munit de ce produit scalaire.

2. Déteminer une base orthonormale deR3.

3. SoitS =

 1 −1 0
0 −1 1
0 0 −1

. CalculerS2.

4. Soits ∈ L(R3) l’endomorphisme canoniquement associé àS.
Déterminer Ker(s− Id), Ker (s+ Id), montrer que ce sont des
supplémentaires orthogonaux dansE.

5. Montrer ques est une symétrie orthogonale dont on donnera les
éléments géométriques caractéristiques.
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