Feuille d’exercices 21 - Matrices - MPSI 1

Exercice 1 2. Montrer quevVA, B € M,(K),Tr (AB) = Tr(BA) et
| 1 2 3 o Tr (*A) = Tr (A).
SoitA = g i g - Montrer que Fequatiom X’ = B avec 5 o nire quil nexiste pas de matrice$ et B dansM,, (K)

X, B € M3, (R) admet des solutions si et seulement si les colonnes telles quel, = AB — BA.

de B sont en progression arithmétique. 4. Pourl <i,j <n, A€ My(K), déterminer T(AE; ;).
3 3 5. Soity une forme linéaire d&1,,(K). Montrer qu'il existe une
RésoudredX = 4 5 |. unique matriced telle quevM € M, (K), (M) = Tr (AM).
5 7 ;
. Exercice 7
Exercice 2 1 0 1
bl Calculer l'inverse des matrices suivanteg : 2 -1 1 et
SoitU = | : L | e ML (R), A = {al,+bU, (a,b) € R?}. -1 1 -1
1 ... 1 1 1 -1
1. Montrer queA est un sev et un sous anneauMdg(R). 3 (1) )
2. Montrer queM = al,, + bU € A est inversible dangl si et Exercice 8
seulement sh(b + na) # 0 et détermined// ~*. Pourn € N*, on définitA = (a; ;) € M, (R) para; ; = (1~1) pour
3. Montrer que sb(b+ nbd) = 0, alorsM n’est pas inversible dansi < j et0 sinon.
Mo (R). 1. Déteminer 'endomorphisme d&,_,[X] dont la matrice dans
4. Déterminer les matrice®l € A telles queM™ = I,,. la base canoniqu, X, ..., X"~ 1) estA.
Exercice 3 2. Montrer queA est inversible et déterminer l'inverse de
On considére la matrice = ( _31 _42 ) Exercice 9
Soit f € L(E) unK-ev de dimensiom tel quef™~! #£ 0 et f* = 0.
2
1. CalculerA® — 34 + 2. 1. Soita € E tel que f"~'(a) # 0. Montrer que la famille
2. Montrer queA est inversible et déterminer son inverse. (a, f(a), .., f*'(a)) forme une base d.
3. Pour> 2, déterminer le reste de la division euclidienneXié 2. Déterminer les matrices de f2, f2, ..., f*~! dans cette base.
2
parX® —3X +2. 3. Montrer que
4. CalculerA™ pourn € Z. )
Exercice 4 {g € L(E)vf ©cg=4go f} = Vect{Id, fron f" }
Soit f Ilapplication linéaire de R* dans R® dont la ma- Exercice 10
trice dans les bases canoniques, ez, e3,e4) €t (f1, fo, f3) est 11 0 2 1 1
4 5 -7 7 Déterminer lerangdes matricgs1 0 1 |et| 1 2 1
2 1 -13 01 1 11 2
L -1 2 1 Exercice 11
1. Calculerf((z,y,2,t)) pour(z,y, 2,t) € R*. Déterminer en fonction des paramétres le rang de la matrice
2. On définit deux baseB = (e1, ea,4e1 +e3 — 3eq, —Te; +e3+ b j_ e e -il- 0 a -li- b
Seq) €t B = (4f) + 2fo + f3,5f1 + f2 — f3, f3). Déterminer be ca b

H /
la matrice def par rapport aux basds et B’. Exercice 12- Produit par blocs.

Exercice 5 Soit M € M,, »(K), M’ € M,, ,(K) telles que
On rappelle que la famille des matrices élémentalfes forme la
base canonique d¥,, (K). ( A B ) , ( A )
M = etM’ =
1. CalculerE; ;.Ey,; pourl <i,j,k,1 < n. ¢ D B D

2. Determiner I'ensemble des matricesd telles que avec A € M,(K),B € Mynt(K),C € Mpm_ss, D €

VoM, (R), AB = BA. Mp—snt(K) et A € M, (K),B € M, (K),C e
3. Montrer quel,, + E; ; est inversible et déterminer son inverseM,—+,(K), D" € M, ,—(K).
. , , . AA +BC" AB +B.D
Exercice 6- Trace d’'une matrice carrée =
n Montrer quel/.Af ( CA+DC CB +D.D )

Pourd = (a; ;) € M, (K), on note Tr(A) = > "a,; latrace ded. ~ Ce résultat se généralise & des matrices par un nombre quelconque d
i=1 blocs. Retenir qu’'on peut effectuer un produit par blocs entre deux
1. Montrer que Tr est une forme linéaire 3§, (K). matrices lorsque les dimensions le permettent.



Exercice 13
Résoudre en fonction du parametre € R le systéme sui-

r—my+m?z = 2m
vant mxz—m2y+mz = 2m
mr+y—m?z = 1-m
Exercice 14

1.

2.

Soit B € M, (K). Montrer que rgB = 1 si et seulement si
dL e Ml,n(K),C € Mn,l(K),B =C x L.

SoientC' € M,, 1 (K) etL € M, ,,(K). Montrer que

(CL)?> = (LC)CL = Tr (CL)CL.

. SoitA = I, + CL € M, (K). Montrer que sl + Tr (CL) # 0,

alors A admet un inverse de la fornfg + o«CL aveca € K a
déterminer.

. Montrer que si +Tr (CL) = 0, alorsI,, + CL n’est pas inver-

sible. On pourra utiliser une relation enf@€L)? et CL.

. SoientU inversible etV de rangl deux matrices dé,,(K).

Montrer quel/ +V estinversible si et seulement si([ly ~1V)+
1 # 0 et le cas échéant, déterminer I'inverselde- V.



