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Exercice 1

Soit A =

 1 2 3
2 3 4
3 4 5

. Montrer que l’équationAX = B avec

X, B ∈ M3,n(R) admet des solutions si et seulement si les colonnes
deB sont en progression arithmétique.

RésoudreAX =

 3 3
4 5
5 7

.

Exercice 2

SoitU =

 1 . . . 1
...

...
1 . . . 1

 ∈ Mn(R), A = {aIn+bU, (a, b) ∈ R2}.

1. Montrer queA est un sev et un sous anneau deMn(R).

2. Montrer queM = aIn + bU ∈ A est inversible dansA si et
seulement sib(b + na) 6= 0 et déterminerM−1.

3. Montrer que sib(b+nb) = 0, alorsM n’est pas inversible dans
Mn(R).

4. Déterminer les matricesM ∈ A telles queMn = In.

Exercice 3

On considère la matriceA =
(
−1 −2
3 4

)
.

1. CalculerA2 − 3A + 2I2.

2. Montrer queA est inversible et déterminer son inverse.

3. Pour≥ 2, déterminer le reste de la division euclidienne deXn

parX2 − 3X + 2.

4. CalculerAn pourn ∈ Z.

Exercice 4
Soit f l’application linéaire de R4 dans R3 dont la ma-
trice dans les bases canoniques(e1, e2, e3, e4) et (f1, f2, f3) est 4 5 −7 7

2 1 −1 3
1 −1 2 1

.

1. Calculerf((x, y, z, t)) pour(x, y, z, t) ∈ R4.

2. On définit deux basesB = (e1, e2, 4e1 +e2−3e4,−7e1 +e3 +
5e4) et B′ = (4f1 + 2f2 + f3, 5f1 + f2 − f3, f3). Déterminer
la matrice def par rapport aux basesB etB′.

Exercice 5
On rappelle que la famille des matrices élémentairesEi,j forme la
base canonique deMn(K).

1. CalculerEi,j .Ek,l pour1 ≤ i, j, k, l ≤ n.

2. Déterminer l’ensemble des matricesA telles que
∀bMn(R), AB = BA.

3. Montrer queIn + Ei,j est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 6- Trace d’une matrice carrée

PourA = (ai,j) ∈ Mn(K), on note Tr(A) =
n∑

i=1

ai,i la trace deA.

1. Montrer que Tr est une forme linéaire deMn(K).

2. Montrer que∀A,B ∈ Mn(K), Tr (AB) = Tr (BA) et
Tr (tA) = Tr (A).

3. Montrer qu’il n’existe pas de matricesA et B dansMn(K)
telles queIn = AB −BA.

4. Pour1 ≤ i, j ≤ n, A ∈ Mn(K), déterminer Tr(AEi,j).

5. Soitϕ une forme linéaire deMn(K). Montrer qu’il existe une
unique matriceA telle que∀M ∈ Mn(K), ϕ(M) = Tr (AM).

Exercice 7

Calculer l’inverse des matrices suivantes :

 1 0 1
2 −1 1
−1 1 −1

 et 1 1 −1
2 0 1
2 1 −1


Exercice 8

Pourn ∈ N∗, on définitA = (ai,j) ∈ Mn(R) parai,j =
(
j−1
i−1

)
pour

i ≤ j et0 sinon.

1. Déteminer l’endomorphisme deRn−1[X] dont la matrice dans
la base canonique(1, X, ..., Xn−1) estA.

2. Montrer queA est inversible et déterminer l’inverse deA.

Exercice 9
Soitf ∈ L(E) unK-ev de dimensionn tel quefn−1 6= 0 etfn = 0.

1. Soit a ∈ E tel que fn−1(a) 6= 0. Montrer que la famille
(a, f(a), ..., fn−1(a)) forme une base deE.

2. Déterminer les matrices def, f2, f3, ..., fn−1 dans cette base.

3. Montrer que

{g ∈ L(E), f ◦ g = g ◦ f} = Vect{Id, f, .., fn−1}.

Exercice 10

Déterminer le rang des matrices

 1 1 0
1 0 1
0 1 1

 et

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

.

Exercice 11
Déterminer en fonction des paramètres le rang de la matrice 1 1 1

b + c c + a a + b
bc ca ab

.

Exercice 12- Produit par blocs.
SoitM ∈ Mm,n(K),M ′ ∈ Mn,p(K) telles que

M =
(

A B
C D

)
etM ′ =

(
A′ C ′

B′ D′

)
avec A ∈ Ms,t(K), B ∈ Ms,n−t(K), C ∈ Mm−s,t, D ∈
Mm−s,n−t(K) et A′ ∈ Mt,r(K), B′ ∈ Mt,p−r(K), C ′ ∈
Mn−t,r(K), D′ ∈ Mn−t,p−r(K).

Montrer queM.M ′ =
(

A.A′ + B.C ′ A.B′ + B.D′

C.A′ + D.C ′ C.B′ + D.D′

)
.

Ce résultat se généralise à des matrices par un nombre quelconque de
blocs. Retenir qu’on peut effectuer un produit par blocs entre deux
matrices lorsque les dimensions le permettent.
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Exercice 13
Résoudre en fonction du paramètrem ∈ R le système sui-

vant :

 x−my + m2z = 2m
mx−m2y + mz = 2m
mx + y −m2z = 1−m

Exercice 14

1. Soit B ∈ Mn(K). Montrer que rgB = 1 si et seulement si
∃L ∈ M1,n(K), C ∈ Mn,1(K), B = C × L.

2. SoientC ∈ Mn,1(K) etL ∈ M1,n(K). Montrer que

(CL)2 = (LC)CL = Tr (CL)CL.

3. SoitA = In +CL ∈ Mn(K). Montrer que si1+Tr (CL) 6= 0,
alorsA admet un inverse de la formeIn + αCL avecα ∈ K à
déterminer.

4. Montrer que si1+Tr (CL) = 0, alorsIn +CL n’est pas inver-
sible. On pourra utiliser une relation entre(CL)2 etCL.

5. SoientU inversible etV de rang1 deux matrices deMn(K).
Montrer queU+V est inversible si et seulement si Tr(U−1V )+
1 6= 0 et le cas échéant, déterminer l’inverse deU + V .
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