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Exercice 1
Soit f : [0, 1] → R une fonction continue telle que

∫ 1

0
f =

1
2

.

Montrer quef admet un point fixe.
Exercice 2

Soientf, g : [a, b] → R continues,f positive.

1. Démontrer qu’il existec ∈ [a, b] tel que
∫ b

a
f(t)g(t) dt =

g(c)
∫ b

a
f(t) dt.

2. Sif ne s’annule pas, montrer quec ∈ ]a, b[.

3. Application : Soitf continue au voisinage de0. Déterminer

lim
x→0

1
x2

∫ x

0

tf(t) dt.

Exercice 3Quelques sommes de Riemann.
Déterminer la limite des suites suivantes :

1.

(
pn∑

k=n+1

1
k

)
pourp ≥ 2.

2.

 1
n4

2n∏
k=1

(n2 + k2)
1
n

.

3.

(
n∏

k=1

(
1 +

k

n

)) 1
n

.

Exercice 4
Soit f : [a, b] → R continue telle que

∫
[a,b]

f(x)dx =∫
[a,b]

xf(x)dx =
∫
[a,b]

x2f(x)dx = 0. Montrer quef admet au
moins3 zéros dans[a, b]. Généraliser. On pourra considérer les chan-
gements de signes def .

Exercice 5

Soit f ∈ C1([a, b]). Pourn ∈ N, on poseIn =
∫ b

a

f(t) sin(nt)dt.

Montrer que(In) → 0.

Exercice 6
Soit a > 0, f : [0, a] → R de classeC1 telle quef(0) = 0 et
f ′(t) > 0 pourt ∈]0, a].

1. Montrer que∀x ∈ [0, a],
∫ x

0

f(t)dt +
∫ f(x)

0

f−1(u)du = xf(x).

2. En déduire que

∀(x, y) ∈ [0, a]× [0, f(a)],
∫ x

0

f(t)dt +
∫ y

0

f−1(u)du ≥ xy.

Exercice 7(Irrationnalité deπ)

1. Poura, b ∈ N∗, montrer que la fonction polynomialePn(x) =
1
n!

xn(bx− a)n et ses dérivées successives prennent des valeurs

entières en0 et en
a

b
.

2. Pourn ∈ N∗, on poseIn =
∫ π

0

Pn(t) sin tdt. Montrer que

(In) → 0.

3. En supposantπ =
a

b
, montrer queIn ∈ Z. Conclure...

Exercice 8Calculer les intégrales suivantes :

1.
∫ π

2
0

dt

1 + cos θ cos t
pourθ ∈

]
0,

π

2

[
.

2.
∫ π

6
0

sin2 t

cos t
dt.

3.
∫ π

2
0

e2x sinxdx.

Exercice 9
Calculer les primitives suivantes sur des intervalles à déterminer :

1.
∫

xdx√
1 + x2 + (x2 + 1)

1
3

. (Posert = (x2 + 1)
1
6 .)

2.
∫

dx

(2 + cos x)2
.

3.
∫

dx

ex + 2e−x
.

4.
∫

dx

sinx + sin 2x
.

5.
∫

dx
√

x + (x)
1
3

.

6.
∫ √

x− 1
x + 1

dx.

Exercice 10: Intégrales de Wallis

On poseIn =
∫ π

2

0

cosn tdt.

1. Montrer que la suite(In) est monotone.

2. Montrer quenInIn−1 est indépendant den et préciser sa valeur.

3. Montrer queIn−1 ∼ In et en déduire un équivalent simple de
In.

4. ExprimerIn à l’aide de factorielles suivant la parité den.

5. La formule de Stirling dit quen! ∼ K
√

n
(n

e

)n

où K est une

constante. DéterminerK.
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