Feuille d’exercices 17 - PolynGmes - MPSI 1

Exercice 1 Exercice 8
DansR|[X], on poseP, = (X —2)*"+ (X —1)" —1. Montrer 1 gpjty, > 2. FactorisetP, — (X +1)" — (X — 1)" dans
qu'il existe Q,, € R[X] tel queP,, = (X —2)(X — 1)Q,, et Clx].

déterminer?),,. » .
2. En déduire les valeurs dt{:cotaﬁ’ (J) et
=1

Exercice 2 p+1
On définit par récurrence une suité,,) de polyndmes de u kx . R
CIX] parTy = 2, P, = X et¥n € N, Tpyo = XTpr1 — To. lj[lcotan 1) On pourra considérer le polynéme
1. Pourtoutr € N, déterminer le degré dE, et son coeffi- ﬁgpﬂ.
cient dominant. Exercice 9
1 1 s 3 \
2. Montrer quevn € N,Vz € C*, T, <z + ) — ,n4 — . Résoudredar®” le systeme
z "
3. Montrer quevl € R, T, (2 cos #) = 2 cos(nd). xf:;@iii_l 9
4. En déduire 'ensemble des racinesitie 1 n 1 n I 1
Exercice 3 x oy oz

Dans cet exercice, on cherche a déterminer 'enselules

. 3 On pourra cherchet, y, = comme les racines d’'un polynéme
polyndmesP € R[X] tels que(X — 1)? [P — 1 et

unitaire de degré a déterminer.

(X +1)3|P+1.
1. Déterminer un couplg¢Uy, Vp) solution de I'équation gyercice 10
UX -1+ V(X +1)° =2 Déterminer les polynémes non constants @] tels que

2. Soit (U, V) un couple solution de I'équation ci-dessus?(X?) = P(X)P(X +1). On pourracommencer par montrer
Montrer que(X —1)3 |(V — Vo) et(X +1)3 |(U — Up). qu’une racine non nulle d& est de module.

3. Déterminer I'ensemble des couples solutions de I'équa-

tionU(X —1)3 4+ V(X 4+ 1) =2. Exercice 11
4. Décrire les polynémes d& 1. SoientP, @ € K[X] deux polynémes non constants pre-
Exercice 4 miers entre eux. Montrer qu’il existe un unique couple

2 —
Soientn etp deux entiers, ef = nAp. Montrer queg X" —1)A ;U’V)JVK[X]CZ ;?l que PU + QV = 1, d(U) <
(X? —1) = X4 —1. On pourra utiliser I'algorithme d’Euclide (Q) etd(V) < d(P).
aprés avoir démontré quessi= n mod p, X" —1=X"—1 2. Montrer queP et() ne sont pas premiers entre eux si et

mod XP — 1. seulement si il existe un coupl®, V) € K[X]? tel que
PU = QV,d(U) < d(Q), d(V) < d(P), U etV non
Exercice 5 nuls.

Soita € R,n € N. Déterminer le reste de la division eucliOn pourra considérer I'application
dienne ddsinaX + cosa)™ parX?2 + 1.
. e ® Kyt [X] 5 Kyo1[X] = Kprga [X]

Exercice 6 définie pard(U, V) = PU 4+ QV (p = d(P), g = d(Q)).
Effectuer la division euclidienne dé par B dans les cas sui-
vants : Exercice 12
1. A=4X34+ X2 B=X+1+1. Soientay, ..., a, n réels distincts deux a deuk,...,b, n
2. A=2X°—5X3—8X,B=X +3. reels. ¥
Exercice 7 1. Pouri € {1,...,n}, on poseL; = —% Montrer
Soitf € R etn € N*. Montrer qued = X2 — 2X cosf + 1 . g T
divise P, = X" sinf — X sinnf + sin(n — 1)6. Déterminer que la famille(Ly, ..., L) forme une base d&,,_;[X].
le quotient de cette division. On pourra chercher une relatio2. Montrer qu'il existe un unique polynéne € R,,_;[X]
de récurrence vérifiée par ce quotient. tel quevl < i <n, P(a;) = b;.



Exercice 13
Soita €]0, 7| etn € N*. Factoriser dan€[X] puis danR[X]
le polyn6meXx?2” — 2cosaX™ + 1.

Exercice 14
Soitn > 2,41 < az < ... < a, nréels,P € R, [X] tel que
V1<i<n, Pla;) =0et

a; + a1

vVi<i<n-1P = 0. Montrer queP est

un polynéme de degrz On pourra raisonner par I'absurde en
posantP(X) = (X —a1)(X —a2)Q(X) et étudier les racines
de@’.

Exercice 15
Soit P € R[X] un polyndme scindé de degré supérieur ou égal
a deux. Montrer qué”’ est scindé.

Exercice 16
Factoriser dan€[X] puis dansR[X] les polyndmes suivants :
1. (X2-X+1)2+1
2. X*+4X3+8X?% +4X +1. Onchercherales racinels de
ce polyndme en montrant quersest une racine; + —
,
est racine d'un polynéme de deg*@ déterminer.
Exercice 17
1. SoitP € K[X] un polyndme de degré inférieur ou égal
a trois. Montrer queP est irréductible dan¥|[X] si et
seulement sP n'admet aucune racine dais
2. SOitP = a, X™ + ... + ap un polyndme a coefficients
entiers de degré. On suppose que, # 0. Soit £ une
q
racine rationnelle dé écrite sous forme irréductible (
etq premiers entre eux). Montrer qugag etq |a,,.
3. Montrer queX® + 3X — 1 estirréductible dan®[X].
4. FactoriseX? — X2 — 13X + 5 dansQ[X] puis dans
R[X].
Exercice 18

Soitn € N*, b € K. Déterminer les polynémeB € K[X] de
degrén tels quenP(X) = X P/(X) + bP"(X).

Exercice 19

1. Soitp un nombre premierd et B des polynémes a coef-
ficients dansZ. On suppose qug divise tous les coeffi-
cients deA B. Montrer quep divise tous les coefficients
de A ou tous les coefficients dB.

2. PourA un polyndme a coefficients entiers, on notel)
le pgcd des coefficients dd. Montrer quec(AB) =

¢(A)e(B). On pourra considérefi; = ﬁA etB; =
C

%B, montrer que:(A4; A;) = 1 et conclure en remar-
C
quant quez(nA) = nc(A) sin € N*,



