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Exercice 1
DansR[X], on posePn = (X−2)2n +(X−1)n−1. Montrer
qu’il existeQn ∈ R[X] tel quePn = (X − 2)(X − 1)Qn et
déterminerQn.

Exercice 2
On définit par récurrence une suite(Tn) de polynômes de
C[X] parT0 = 2, P1 = X et∀n ∈ N, Tn+2 = XTn+1 − Tn.

1. Pour toutn ∈ N, déterminer le degré deTn et son coeffi-
cient dominant.

2. Montrer que∀n ∈ N,∀z ∈ C∗, Tn

(
z +

1
z

)
= zn +

1
zn

.

3. Montrer que∀θ ∈ R, Tn(2 cos θ) = 2 cos(nθ).

4. En déduire l’ensemble des racines deTn.

Exercice 3
Dans cet exercice, on cherche à déterminer l’ensembleE des
polynômesP ∈ R[X] tels que(X − 1)3 |P − 1 et
(X + 1)3 |P + 1.

1. Déterminer un couple(U0, V0) solution de l’équation
U(X − 1)3 + V (X + 1)3 = 2.

2. Soit (U, V ) un couple solution de l’équation ci-dessus.
Montrer que(X − 1)3 |(V − V0) et (X + 1)3 |(U −U0).

3. Déterminer l’ensemble des couples solutions de l’équa-
tion U(X − 1)3 + V (X + 1)3 = 2.

4. Décrire les polynômes deE.

Exercice 4
Soientn etp deux entiers, etd = n∧p. Montrer que(Xn−1)∧
(Xp−1) = Xd−1. On pourra utiliser l’algorithme d’Euclide
après avoir démontré que sir = n mod p, Xr − 1 = Xn− 1
mod Xp − 1.

Exercice 5
Soit a ∈ R, n ∈ N. Déterminer le reste de la division eucli-
dienne de(sin aX + cos a)n parX2 + 1.

Exercice 6
Effectuer la division euclidienne deA parB dans les cas sui-
vants :

1. A = 4X3 + X2, B = X + 1 + i.

2. A = 2X5 − 5X3 − 8X, B = X + 3.

Exercice 7
Soit θ ∈ R et n ∈ N∗. Montrer queA = X2 − 2X cos θ + 1
divisePn = Xn sin θ −X sinnθ + sin(n − 1)θ. Déterminer
le quotient de cette division. On pourra chercher une relation
de récurrence vérifiée par ce quotient.

Exercice 8

1. Soitn ≥ 2. FactoriserPn = (X + 1)n − (X − 1)n dans
C[X].

2. En déduire les valeurs de
p∑

i=1

cotan2
(

kπ

2p + 1

)
et

p∏
i=1

cotan

(
kπ

2p + 1

)
. On pourra considérer le polynôme

P2p+1.

Exercice 9
Résoudre dansR3 le système

x + y + z = 1
x2 + y2 + z2 = 9
1
x

+
1
y

+
1
z

= 1
.

On pourra chercherx, y, z comme les racines d’un polynôme
unitaire de degré3 à déterminer.

Exercice 10
Déterminer les polynômes non constants deC[X] tels que
P (X2) = P (X)P (X+1). On pourra commencer par montrer
qu’une racine non nulle deP est de module1.

Exercice 11

1. SoientP,Q ∈ K[X] deux polynômes non constants pre-
miers entre eux. Montrer qu’il existe un unique couple
(U, V ) ∈ K[X]2 tel que PU + QV = 1, d(U) <
d(Q) etd(V ) < d(P ).

2. Montrer queP et Q ne sont pas premiers entre eux si et
seulement si il existe un couple(U, V ) ∈ K[X]2 tel que
PU = QV , d(U) < d(Q), d(V ) < d(P ), U et V non
nuls.

On pourra considérer l’application

Φ : Kq−1[X]×Kp−1[X] → Kp+q−1[X]

définie parΦ(U, V ) = PU + QV (p = d(P ), q = d(Q)).

Exercice 12
Soienta1, ..., an n réels distincts deux à deux,b1, ..., bn n
réels.

1. Pouri ∈ {1, ..., n}, on poseLi =
∏
j 6=i

X − aj

ai − aj
. Montrer

que la famille(L1, ..., Ln) forme une base deRn−1[X].
2. Montrer qu’il existe un unique polynômeP ∈ Rn−1[X]

tel que∀1 ≤ i ≤ n, P (ai) = bi.
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Exercice 13
Soita ∈]0, π[ etn ∈ N∗. Factoriser dansC[X] puis dansR[X]
le polynômeX2n − 2 cos aXn + 1.

Exercice 14
Soit n ≥ 2, a1 < a2 < ... < an n réels,P ∈ Rn[X] tel que
∀ 1 ≤ i ≤ n, P (ai) = 0 et

∀ 1 ≤ i ≤ n − 1, P ′
(

ai + ai+1

2

)
= 0. Montrer queP est

un polynôme de degré2. On pourra raisonner par l’absurde en
posantP (X) = (X−a1)(X−a2)Q(X) et étudier les racines
deQ′.

Exercice 15
SoitP ∈ R[X] un polynôme scindé de degré supérieur ou égal
à deux. Montrer queP ′ est scindé.

Exercice 16
Factoriser dansC[X] puis dansR[X] les polynômes suivants :

1. (X2 −X + 1)2 + 1

2. X4 +4X3 +8X2 +4X +1. On cherchera les racines de

ce polynôme en montrant que sir est une racine,r +
1
r

est racine d’un polynôme de degré2 à déterminer.

Exercice 17

1. SoitP ∈ K[X] un polynôme de degré inférieur ou égal
à trois. Montrer queP est irréductible dansK[X] si et
seulement siP n’admet aucune racine dansK.

2. SoitP = anXn + ... + a0 un polynôme à coefficients

entiers de degrén. On suppose quea0 6= 0. Soit
p

q
une

racine rationnelle deP écrite sous forme irréductible (p
et q premiers entre eux). Montrer quep |a0 et q |an.

3. Montrer queX3 + 3X − 1 est irréductible dansQ[X].

4. Factoriser2X3 − X2 − 13X + 5 dansQ[X] puis dans
R[X].

Exercice 18
Soit n ∈ N∗, b ∈ K. Déterminer les polynômesP ∈ K[X] de
degrén tels quenP (X) = XP ′(X) + bP ′′(X).

Exercice 19

1. Soitp un nombre premier,A etB des polynômes à coef-
ficients dansZ. On suppose quep divise tous les coeffi-
cients deAB. Montrer quep divise tous les coefficients
deA ou tous les coefficients deB.

2. PourA un polynôme à coefficients entiers, on notec(A)
le pgcd des coefficients deA. Montrer quec(AB) =

c(A)c(B). On pourra considérerA1 =
1

c(A)
A et B1 =

1
c(B)

B, montrer quec(A1A2) = 1 et conclure en remar-

quant quec(nA) = nc(A) si n ∈ N∗.
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