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Exercice 1
1. Soients eth deux entiers. Montrer que pour toute N, a — b divisea™ — b™.
2. Montrer par récurrence qiv € N*, 676/27"+! — 26n — 27.

Exercice 2
Soitp € N* eta € Z\ {0, 1}. On suppose qug|(z? — ). Montrer quevn € N, p|(a™ — ).

Exercice 3
Pourn € N on poseF,, = 22" 4 1. On définit ainsi les nombres de Fermat.

1. Montrer quev(n, k) € N x N* F, |F, 1 + 2.

2. Soitm etn deux entiers naturels distinctsee N*. Montrer que sil| F;, etd|F,, alorsd = 1 et que dond", et F;,, sont
premiers entre eux.

Exercice 4(Petit théoreme de Fermat)
1. Soitp un nombre premier &t € [0, p — 1]. Montrer quep |(%).
2. Montrer quéva € N,p [(a + 1) — a? — 1.
3. Montrer quevn € N, p |n? — n. En déduire que gi est premier aveg, p [nP~! — 1.
4. Montrer par récurrence qie € N* 11 [210n=7 4 3572 _ 9,

Exercice 5
Déterminer les couples d’entiefs, b) tels quea A b = 13 eta + b = 182.

Exercice 6
Pourn € N calculern Vv (n + 2).

Exercice 7

p
1. Soitn = Hp;’i € N*. Exprimer en fonction des entiers le nombre de diviseurs de On noteD(n) ce nombre.
i=1
D(n)

2. Montrer que[ [ d =n">
d|n

Exercice 8

1. Soitn € N* etp premier. Montrer que,(n) = » E (Z)
p
k=1
2. Déterminer le nombre de zéros a la finldé !

Exercice 9
1. Montrer que sp est un nombre premier entre+ 1 et2n, p |(*").
2. Montrer que(*") < 4.

3. Montrer par récurrence qué > 2, H p < 4" On pourra montrer que si le résultat est vrai au raiigest

p premietp<n
vral aux ranan —let2n.



