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Exercice 1
Montrer que le théorème de Rolle ne s’applique pas dans le
cadre des fonctions à valeurs dansC en considérant la fonction
f : t 7→ eit.

Exercice 2
Soit f une fonction définie surR telle quef continue en0,

f(0) = 0 et lim
x→0

f(2x)− f(x)
x

= 0.

1. Montrer que pour toutn ∈ N∗,
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2. Montrer quef est dérivable en0.

Exercice 3
Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :

1. f :

{
x 7→ x sin

1
x

si x 6= 0

0 7→ 0

2. g :

{
x 7→ x2 sin

1
x

si x 6= 0

0 7→ 0
On montrera queg est dérivable surR mais que sa dérivée
n’est pas continue en0.

Exercice 4
Trouver toutes les fonctionsf ∈ C1([0, 1], [0, 1]) telles que
f ◦ f = f .

Exercice 5

1. SoitI un intervalle deR, f ∈ Cn(I) une fonction qui ad-
metn+1 zéros distincts dansI. Montrer quef (n) admet
un zéro dansI.

2. Soitf ∈ C2([a, b]). Montrer que pour toutx ∈ [a, b], il
existecx ∈ [a, b] tel que

f(x) = f(a)+(f(b)−f(a))
x− a

b− a
+f ′′(cx)

(x− a)(x− b)
2

.

On pourra considérer la fonction auxiliaireg : t 7→

f(t) − f(a) − (f(b) − f(a))
t− a

b− a
− A

(t− a)(t− b)
2

en choisissant le réelA pour queg s’annule enx.

3. Soit f ∈ Cn([a, b]). On suppose quef admetn zéros
distincts dans[a, b] : a1 = a < a2 < ... < an−1 <
an = b. Montrer que pour toutx ∈ [a, b], il existecx ∈

[a, b] tel quef(x) =
f (n)(cx)

n!

n∏
k=1

(x− ak). On pourra

s’inspirer de la question précédente et utiliser le résultat
de la question 1.

Exercice 6

1. Soienta1, ..., an des réels strictement positifs. On ap-

pelle moyenne arithmétique le réelma =
a1 + ... + an

n

et moyenne géométrique le réelmg = (a1.a2....an)
1
n .

En utilisant la concavité de la fonctionln, montrer que
mg ≤ ma et déterminer les cas d’égalité.

2. On appelle moyenne harmonique le réelmh défini par
1

mh
=

1
n

n∑
k=1

1
ai

. Montrer quemh ≤ mg et déterminer

les cas d’égalité.

Exercice 7
Soitn > 1 un entier. Soientx1, ..., xn, y1, ..., yn 2n réels stric-
tement positifs. On se donne un réelK > 0, un réels > 0 et
on définit des réelsλ1, ..., λn en posant pouri entre1 et n
λi = Kys

i .

1. Soitp > 1 réel. Montrer quex 7→ xp est une fonction
convexe.

2. PréciserK tel que
n∑

i=1

λiyi = 1.

3. En utilisant une inégalité de convexité et la relation
n∑

i=1

xiyi =
n∑

i=1

(yiλi).
(

xi
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)
, former une inégalité. Pré-

cisers tel que l’exposant deyi disparaisse.

4. On définit le nombreq par
1
p

+
1
q

= 1. Démontrer

l’ inégalité de Hölder:

n∑
i=1

xiyi ≤

(
n∑

i=1
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i
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yq
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)1
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.

Exercice 8
Montrer que∀α ∈]0, 1[, ∀n ∈ N∗

α

(n + 1)1−α
≤ (n + 1)α − nα ≤ α

n1−α
.

Trouver un équivalent simple deSn =
n∑

k=1

1
k1−α

.

Exercice 9
Soitf dérivable sur[0, 1], strictement positive sur]0, 1[ et nulle
en 0. Soientα et β deux réels strictement positifs. Montrer
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qu’il existec ∈]0, 1[ tel queα
f ′(c)
f(c)

= β
f ′(1− c)
f(1− c)

. On pourra

utiliser (f(x))α(f(1− x))β .

Exercice 10

1. Calculer la dérivéen-ième dex 7→ x2(1 − x)n, dex 7→
cos3(x).

2. Calculer de deux façons différentes la dérivéen-ième de

x 7→ x2n. En déduire
n∑

k=0

(
k

n

)
.

Exercice 11
Soit a > 0, f une fonction continue sur[0, a] et dérivable
sur ]0, a]. On suppose quef(0) = 0 et quef(a)f ′(a) < 0.
Montrer qu’il existec ∈]0, a[ tel quef ′(c) = 0.

Exercice 12
Soit f : R → R une fonction dérivable. Montrer que∀x >
0, ∃c > 0, f(x)− f(−x) = x(f ′(c) + f ′(−c)).

Exercice 13

1. Soitf : R → R convexe et strictement croissante. Mon-
trer quef tend vers+∞ en+∞.

2. Soitf : R → R convexe et majorée. Montrer quef est
constante.

3. Soit f et g deux fonctions convexes définies surR. On
suppose égalementg croissante. Montrer queg ◦ f est
convexe.

Exercice 14
Soit f : R → R une fonction dérivable. On suppose que

f(0) = 0. Calculer la limite de
n∑

k=1

f

(
k

n2

)
.

Exercice 15
Soitf : R → R une fonction dérivable. On suppose que∀x ∈
R, f(x)f ′(x) ≥ 0. Montrer quef−1(R∗) est un intervalle.
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