Feuille d’exercices 15 - Dérivabilité, convexité - MPSI 1

Exercice 1

s’inspirer de la question précédente et utiliser le résultat

Montrer que le théoréme de Rolle ne s’applique pas dans le de la question 1.
cadre des fonctions a valeurs dé&hen considérant la fonctiongyercice 6

f t'_>ezt

Exercice 2
Soit f une fonction définie suR telle quef continue erno,

f(o):oagEBM:o.

1. Montrer que pour tout € N*,

o g1 0 ) S

2k x x

k=1 2k

2. Montrer quef est dérivable en.

Exercice 3
Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :

1 .
T+ xsin—Sixz #0

1
x— a?sin = siz #0
x

z.g;{

0—0 2
On montrera que est dérivable suR mais que sa dérivée
n'est pas continue e 3
Exercice 4

Trouver toutes les fonctiong € €'([0, 1],[0, 1]) telles que

fof=1T.

Exercice 5 4.

1. Soit/ unintervalle deR, f € €™(I) une fonction qui ad-
metn + 1 zéros distincts dank Montrer quef (™) admet

1.

a, des réels strictement positifs. On ap-
ay +...+ay

n

Soientaq, ...,

pelle moyenne arithmétique le réel, =
1

et moyenne géométrique le réel, = (aj.as....a,)n.

En utilisant la concavité de la fonctidn, montrer que

mg < m, et déterminer les cas d’égalite.

On appelle moyenne harmonique le rég| défini par
1 I~ 1

- = —Z— Montrer quem,, < m, et déterminer

mp nk 1 a;

les cas d’'égalité.

Exercice 7
Soitn > 1 un entier. Soienty, ...,
tement positifs. On se donne un ré€l> 0, un réels > 0 et
on définit des réela\, ...,

~ 1. Soitp > 1 réel. Montrer quer — P est une fonction

Ty Y1,y -, Yn 20 réels stric-

An €n posant pouf entrel etn

convexe.

n

. Préciseix tel quez Niy; = 1.

i=1

. En utilisant une inégalité de convexité et la relation

Z%%—Z

i=1
C|sers tel que I'exposant deg; disparaisse.

(yiri). (ff) former une inégalité. Pré-
(2

i 1 1 ,
On définit le nombre; par — + — = 1. Démontrer
p q

I'inégalité de Holder:

. 1 1
un zéro dang. n n - . -
2. Soitf € €2([a,b]). Montrer que pour tout € [a, b, il > my < (Z xf)p (ny) I
existec, € [a,b] tel que i=1 i=1 i=1
B x—a ., (z — a)(xz — b) Exercice 8
f(il') - f(a)+(f(b)_f(a))m+f (CI)fMontrer quéda 6]0, 1[7 Vn € N*
On pourra considérer la fonction auxiliaige : ¢t — o <(h+1)*—n® < o
t—a  (t—a)(t—0) (n+1)l-o = = pl-a’
F(t) = fl@) = (Fb) = fla));— — A—=
en choisissant le réel pour queg s’annule enc. L , "1
. 3 Trouver un équivalent simple dg, = Z .
3. Soit f € €"([a,b]). On suppose qu¢ admetn zéros kl—a

distincts danda,b] : a1 = a < a2 < ... < ap_1 <
a, = b. Montrer que pour tout € |[a, b] il existec,

f(”) cz ﬁ

[a,b] tel que f(x) . On pourra

k=1

€ Exercice 9
Soit f dérivable suf0, 1], strictement positive sy, 1 et nulle
en 0. Soienta et 5 deux réels strictement positifs. Montrer



i fA-c
u'il existec €]0, 1] tel quea = . On pourra
q 10,1[telq 7 ﬁf(l ; p

utiliser (f(2))*(f(1 — z))°.

~ |

Exercice 10

1. Calculer la dérivée-iéme der — 2%(1 — )", dex —
cos®(z).

2. Calculer de deux facons différentes la dériuéiéme de
"k
27 En dédui .
T T n dedwreg:O (n>

Exercice 11

Soita > 0, f une fonction continue sup, a] et dérivable
sur]0, a]. On suppose qué¢(0) = 0 et quef(a)f'(a) < 0.
Montrer qu'il existec €]0, a[ tel quef’(c) = 0.

Exercice 12
Soit f : R — R une fonction dérivable. Montrer quér >

0, 3¢>0, f(z) = f(=x) = z(f'(c) + ['(=¢))-

Exercice 13

1. Soitf : R — R convexe et strictement croissante. Mon-
trer quef tend verst-oco en+oo.

2. Soitf : R — R convexe et majorée. Montrer qyfeest
constante.

3. Soit f et g deux fonctions convexes définies sRir On
suppose également croissante. Montrer que o f est
convexe.

Exercice 14
Soit f : R — R une fonction dérivable. On suppose que

f(0) = 0. Calculer la limite dezn:f (:;)

k=1

Exercice 15
Soit f : R — R une fonction dérivable. On suppose guec
R, f(z)f'(z) > 0. Montrer quef—*(R*) est un intervalle.



