Feuille d’exercices 14 - Espaces vectoriels (suite) - MPSI 1

Exercice 1 Exercice 7
Soit E un K-espace vectoriel, v, w € L(E). Les questions Soit E un K-ev et f € L(F). On suppose quegz € F,
sont indépendantes. (z, f(x)) est une famille liée.
1. Montrer que Kefv o u) = u~1(Kerv N Keru). 1. Montrer quevz € E, 3\, € K, f(x) = A\.
2. On suppose queov = w,vow = uetwou = v. 2. Soientz ety deux vecteurs linéairement indépendants.
Montrer queu, v etw ont méme noyau et méme image. Montrer qued, 4y = Ay = Ay.
3. Siuowv = vou, montrer que Keti+Kerv C Ker(vou). 3. Soientr ety deux vecteurs liés. Montrer qug = \,,.
4. Siu est surjective, montrer que Ifw o u) = Im v. 4. Montrerqued € K, Ve € E, A\, = A\
5. Siu? —2u + Id = 0, montrer que: € GL(E). 5. Montrer quef est une homothétie de rapport
Exercice 2 Exercice 8
Soit E un K-ev de dimension finie et € L(F). On note Soit E un K-ev de dimension finie. On considéte= {f €
Ny = Ker (u*) et = Im (u*) pourk € N. L(E),VYg € L(E),fog=go f}.
1. Montrer qug(N)ken €St une suite croissante(@)reny 1. Soitz € EN{0}. Soit H un supplémentaire de Vegt).
est une suite décroissante. Justifier I'existence déf.
2. Montrer que(N}) est une suite strictement croissante2. En considérant le projecteur sur Vée) parallélement a
puis stationnaire & un rang(vk > r, N = N,). H, montrer quef(z) € Vect(z).
3. Montrer que(l) est une suite strictement décroissante3. En déduire (d’aprés I'exercice précédent) guest une
puis stationnaire a partir du ramgVk > r, I, = I,.). homothétie.
4. Montrer queE = I, & N,. 4. Montrer que = {\ld,\ € K}.
Exercice 3 Exercice 9
SoitEunK-evetf € L(E). Soit E = R, [X] I'espace des polyndmes de degré inférieur
Montrer qued : (z,y) — (z +y,z + f(z + y)) estun auto- ou égal an a coefficients réelsn( € N* fixé) . On "rappelle”
morphisme de& x E. gu’un polyndme de degi@est un polyndme constant non nul
et que le polynéme nul a par convention un degré égaba
Exercice 4 1. Montrer queE est un sous-espace vectoriel R, R)
Soit (e1, 2, e3) la base canonique d&®. On définit les vec- de dimensiom + 1 (on rappellera la base canonique de
teurs(vy, v, v3) parvy = 2e; — eg + e3, v2 = €1 — 2e3 + €3 E).
etvgf: e'h +|_eb2 —dQegé Mo_ntrer qge cej[égms vecteurs forment 2. S0it(Py)o<k<n une famille de polynémes de tels que
une famille libre d&R* puis une base d&". Vk € [|0,n]], d°P, = k. Montrer que la famille(P;,)
forme une base d&.
Exercice 5 .
. . Mont la famillg X*(1 — X)—* t
SoitF = {(z,y,2,t) € RY z+y=t+z= 0}. 3 ba(;ré:jeergque a famillg X™( ) Josk<n estune

4
1. qutrer quer est un sev d®*. Exercice 10
2. Soitv; = (1,-1,0,0) etvy = (0,0,1, —1). Montrer que Soijt T, 'ensemble des suites réelles périodiques de péniode

F = Vect(vy,v2). (p € N* est un entier fixé). Montrer qug, est unR ev de
3. Montrer que(vy, v2) est une base dE. dimension finie, donner sa dimension et une base.
Exercice 6

1. Pourm etn deux entiers naturels non nuls, calculer Exgrmce 11 . . .
' Soient F' et G deux sev d’'unK-ev E de dimension finie
2 tels quedim F' = dim G. Montrer queF’ et G admettent un
/ sin(nt) sin(mt)dt. supplémentaire commun da@s On pourra dans un premier
0 temps construire un supplémentaire commuhR &t G dans

2. Montrer que toute sous famille finie dé& = {z — F+G.

sin(nx), n € N*} est une famille libre.



