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Joyeux Noé&l et bonne année 223*3*3

Exercice 1 Exercice 7
1. Soient’ etG” deux sous-groupes d’un grouge Mon- SOitE un K-e-vetf € L(E).
trer queG’ U G est un groupe si et seulement®&ic G” 1. Montrer que Imf +Ker f = E < Im f = Im f2.
ouG" C G 2. Montrer que Imf NKer f = {0} < Ker f = Ker f2.

2. SoientF” et G deux sous-espaces vectoriels d'lit  gyercice 8Soitp € £(E) un projecteur non nul et qui n'est
espace vectoriel. Montrer quel'UG est un sous-espacea¢ pidentité,

vectoriel deF si et seulement st C GouG C F. .
1. Montrer queldg — p est un projecteur, que

3. Montrer queF' + G = Vect(F' U G). Ker (Idg—p) = Im p etqueldg —p n'est pas inversible.
4. Soientl, Vs, ..., V;, n s-e-v deE. _ 2. Soit? = {a.p + b.Id,(a,b) € K?}. Montrer que?P
Montrer queV; U V3 U ... UV, est un s-e-v det’ si et est un s-e-v d&&(E) et un sous-anneau commutatif de
seulement si I'un des s-e¥; contient tous les autres. (L(E), +,0).
Exercice2 3. Montrer que si € K\ {1}, Idg — Ap est un automor-
Dans cet exercice; = F(R,R). phisme deZ (on cherchera son inverse daPs

1. Lensemble{f € E, f(1) = 1} est-il un sous-espace , paterminer les éléments inversibles de I'ann@au

vectoriel deE ? . . . -
) ) Exercice 9Soit E un K-e-v,a etb deux scalaires distincts. On
2. SoitF' = {z — ach(z — b), (a,b) € R*}. Montrer que suppose quéu — a.Idg) o (u — b.Idg) = 0 (5.
sh et ch sont des éléments de V&t puis queF' n'est

pas un sous-espace vectorielle 1. Montrer quep = - i - (u—a.Idg) et
Exercice 3 )
Soit E un K-espace vectoriep etq deux projecteurs. = 0 (v — b.Idg) sont deux projecteurs de.
1. On suppose quego g = Idg. Montrer queg o p estun 2. Montrer quevn € N, u™ = a™p + b"q.
projecteur. 3. En supposant queé # 0, exprimeru™ en fonction dep

2. Montrer quep + ¢ est un projecteur si et seulement si  etq pourn € Z.
poqg=gqop=0rm).
3. Montrer que Kerp = Ker ¢ si et seulement gi = pogq
etg=qonp.
Exercice 4
Soit £ un K-espace vectoriel. Sdif un sous-espace vectoriel
de E qui admet deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
dansE, V etW. Soitp le projecteur su¥” parallélement &/.
Montrer quep définit un isomorphisme d&” surV'.
Exercice 5
1. Soity une forme linéaire non nulle sur uki-espace vec-
toriel E. Montrer qu’il existe un vecteur, € F tel que
Ker ¢ et Vect({zo}) sont supplémentaires dahs
2. Soient p et ¢ deux formes linéaires. Montrer que
Kery C Kerp < 3X € K,p = M.
Exercice 6
SoientF’, G et H trois s-e-v d'unk-e-v E.
1. Montrerque FNG)+ (FNH)C FN(G+ H).
2. MontrerqueF'+ (GNH) C (F+ G)N(F + H).
3. MontrerqueF’ N (G+ (FNH))=(FNG)+ (FNH).



