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Exercice 1
Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne
associative telle que

∀(a, b) ∈ G2, ∃(x, y) ∈ G2, a = x · b = b · y

Montrer queG est un groupe.

Exercice 2
SoientG etG′ deux groupes. On définit la loi de composition
interne? surG×G′ par(g1, g

′
1) ? (g2, g

′
2) = (g1 · g2, g

′
1 · g′2).

Montrer queG×G′ munit de cette loi de composition interne
est un groupe.

Exercice 3
On définit la loi de composition interne? sur R parx ? y =
ln(ex + ey). Etudier les propriétés de?.

Exercice 4
Soit w ∈ C. Montrer queΛ = {a + bw, (a, b) ∈ Z2} est un
sous-groupe de(C,+).

Exercice 5
Soit G un groupe fini tel que∀x ∈ G, x2 = 1G. Montrer que
G est un groupe commutatif. On pourra considérer(xy)2 et
simplifierxy(xy)−1.

Exercice 6
Soit A et B deux sous-groupes d’un groupeG. On noteAB
l’ensemble{a · b, (a, b) ∈ A × B}. Montrer queAB est un
sous-groupe deG si et seulement siAB = BA.

Exercice 7

Pour α ∈ C∗ et β ∈ C, on notefα,β :
{

C → C
z 7→ αz + β

.

Montrer que{fα,β , (α, β) ∈ C∗ × C} est un sous groupe de
Bij(C, C).

Exercice 8

1. Soit G un groupe etH une partie finie deG non vide
et stable. Montrer queH est un sous-groupe deG. On
pourra introduire la fonctionϕa : g 7→ a.g poura ∈ H.

2. SoitA un anneau intègre fini. Montrer queA est un corps.

Exercice 9
SoitG un groupe eta ∈ G. Soitτa l’application deG dansG
définie parτa(g) = aga−1.

1. Vérifier que l’ensemble des automorphismes deG dans
lui même (noté Aut(G)) est un groupe.

2. Montrer queτa est un automorphisme deG (appelé auto-
morphisme intérieur).

3. Montrer que l’applicationτ de G dans le groupe de ses
automorphismes définie parτ(a) = τa est un morphisme
de groupe.

4. Déterminer le noyau deτ .

Exercice 10
SoitA un anneau,a un élément deA. On dit quea est nilpotent
s’il existen ∈ N tel quean = 0.

1. Montrer que sia est nilpotent,(1 − a) est inversible et
calculer son inverse.

2. Montrer que siab est nilpotent,ba l’est également.

Exercice 11

1. Montrer queZ[i] = {a + bi, (a, b) ∈ Z2} est un anneau
et en déterminer les élements inversibles.

2. Montrer queQ[
√

2] = {a + b
√

2, (a, b) ∈ Q2} est un
corps.

Exercice 12
Soit E un ensemble. On définit la loi de composition interne
∆ sur P(E) par A∆B = (A ∪ B)�(A ∩ B). Montrer que
(P(E),∆,∩) est un anneau commutatif. Donner ses éléments
inversibles.

Exercice 13
On définit la loi de composition interne? surR par
x ? y = 3

√
x3 + y3.

1. Montrer que(R, ?) est un groupe.

2. Montrer queϕ définie parϕ(x) = 3
√

x est un isomor-
phisme de groupe de(R,+) dans(R, ?).
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