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Exercice 1
Soitf : R → R etT > 0. On suppose quef estT -périodique.

1. Si f possède une limite en+∞, montrer quef est
constante.

2. Sif est continue, montrer quef est bornée et atteind ses
bornes.

3. Montrer quef est uniformément continue.

Exercice 2
Soit f : [0,+∞[→ R[ une fonction continue ayant une limite
finie en+∞.

1. Montrer quef est bornée et atteind l’une de ses bornes
(f admet un maximum ou un minimum mais pas néces-
sairement les deux).

2. Montrer quef est uniformément continue.

Exercice 3
Soitf :]0, 1] → R une fonction uniformément continue.
On poseg : x 7→ sup{f(t), t ∈]0, x]} et h : x 7→
inf{f(t), t ∈]0, x]}.

1. Montrer quef est bornée sur]0, 1] et donc queg eth sont
bien définies.

2. Montrer queg est décroissante et queh est croissante.

3. On poseM = lim
x→0

g(x) etm = lim
x→0

h(x). Dire pourquoi

m etM existent.

4. Montrer (par l’absurde) quem = M .

5. Montrer quelim
x→0

f(x) = m = M et donc que l’on peut

prolongerf par continuité en0.

Exercice 4
Soitf ∈ C0([0, 1], R).

1. Montrer que sif([0, 1]) ⊂ [0, 1], alorsf admet un point
fixe.

2. Montrer que si[0, 1] ⊂ f([0, 1]), alorsf admet un point
fixe.

On pourra introduire une fonction auxiliaireϕ : x 7→ f(x)−x
et utiliser le théorème des valeurs intermédiaires.

Exercice 5
Chercher les fonctionsf : R → R continues qui vérifient

∀(x, y) ∈ R2,

 f(x)f(y) ≥ 0

f

(
x + y

2

)
=

√
f(x)f(y) .

On commencera par montrer que soitf est nulle soit à valeurs
strictement positive et on poserag = ln ◦f .

On cherchera ensuite à déterminerg sur la partieA ={ p

2q
, (p, q) ∈ Z× N

}
qui est dense dansR (on pourra raison-

ner par récurrence surq).

Exercice 6
Soitf : R → R une fonction uniformément continue. Montrer
qu’il existe deux réelsa et b tels que

∀x ∈ R, |f(x)| ≤ a|x|+ b.

Exercice 7
Soit f : [0, 1] → R une fonction continue telle quef(0) =
f(1). Montrer que :

∀n ∈ N∗,∃x ∈ [0, 1], f
(

x +
1
n

)
= f(x).

Exercice 8
Soit f : D → R une fonction uniformément continue. Soient
(xn) et (yn) deux suites deD. Montrer que

(xn − yn) → 0 ⇒ (f(xn)− f(yn)) → 0.

En déduire queϕ : x 7→ sin(x2) n’est pas uniformément
continue surR.

Exercice 9

Etudier la continuité def :

 R → R

x 7→ x si x ∈ R�Q
0 si x ∈ Q

.

Exercice 10
Soit f : D → R une fonction uniformément continue bornée
et g : R → R une fonction continue. Montrer queg ◦ f est
uniformément continue surD.
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