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Exercice 1

SoientA et B deux parties non vides de.

On suppose qud est majorée et quB est minorée. On notd — B = {a — b, (a,b) € R?}.
Montrer queA — B admet une borne sup et quep(A — B) = sup A — inf B.

Exercice 2: un théoreme de point fixe
Soit f : [0,1] — [0, 1] une application croissante.
SoitX = {z € [0,1], f(z) > z}.

1. Montrer queX admet une borne sup.

2. On posé = sup X. Montrer quef (b) = b.
Exercice 3
Montrer que

VneN*Vz R, E (E(:x)> = B(z) et:ZéE <x + z) = E(nz).

Exercice 4
Montrer que I'ensembl& = {%, (p,q) € ZQ} est dense darig.

On pourra s’inspirer largement de la démonstration du cours sur la dengité de

Exercice 5
Soit (z,,) et(y,) deux suites réelles bornées. Montrer que :

|Supxn — sup y,| < sup |~”Un - ynl
Exercice 6: théoréme de Césaro

1. Soit(uy)n>1 Une suite réelle qui converge vers un réeboit (v,,) la suite définie par

n
E Uk
k=1

Yn € N*, v, =%

n

Montrer que la suité¢v,,) converge vers.
2. Montrer que la réciproque n’est pas toujours vérifiée.

3. Soit(z,) une suite telle quér, 1 — x,,) converge vers un réél Montrer que la suite{x—”) converge vers.
n

4. Soit(y,) une suite de réels strictement positifs telle r(U%ﬂ) converge vers un réeh strictement positif. Montrer
Yn

que la suitg (y,,) = ) converge versn. On pourra utiliser la fonction logarithme.
Exercice 7

On définit la suitgu,,) parug = 7 et pour toutn € N, u, 1 = 1 — cos(uy)

Soitf:x— 1—cos(z)etg:x— f(z)—=
1. Montrer que pour tout € N, u,, € [0, 7]
2. Etudier la fonctiory sur|[0, 7
3. Montrer que(u,,) est décroissante, et qu’elle converge vers une limite que I'on déterminera.



Exercice 8
On définit la suit€u,,) parug €]0, 1] et pour toutr € N, w41 = 5=

2—unp

1. Montrer queu,, existe et ques,, €]0, 1]
2. Montrer que pour tout € N, u,, ;1 € }0, ﬁun[

3. Montrer qug(u,,) converge et calculer sa limite.

Exercice 9
Soit(S,,) et(S],) deux suites définies par :

1 1
Vn e N*, S, = —etS, =85, +—.
n ’ Z k2 n + n
k=1
Montrer que(S,,) et(S),) sont adjacentes. En déduire difs,) converge.
2 too
Veérifier a la machine qués,,) converge vers%. On noteraz =k
k=1
Exercice 10
Soit0 < a < b deux réels(u,,) et (v,,) les deux suites définies par :
Un + Un
Uy = @,V = b, Upt1 = 5 Untl = V/Unt1Vn.

Montrer que les suiteéu,,) et (v,,) convergent vers une limite commune et exprimer cette limite & I'aide de l'unique réel
« €]0, 5[ qui vérifiecos a = ¢.
On pourra montrer par récurrence dug,) < (v,) puis que(u,, ) est croissante tandis qye, ) est décroissante.

Exercice 11

1. Soit(u,) une suite réelle telle qué1 j:" ) — 0. Montrer que(u,,) — 0.

Un

2. Méme question si on suppose dug ) est bornée e(l jf” 5 > —
u’ﬂ

Exercice 12

Soit (u,,) et(v,) deux suites vérifiant :
0<u, <1
0<v, <1
(upv,) — 1

Que peut-on dire déu,,) et (vy,).

Exercice 13
. N
Soitz € R. Chercherlim — > E(kax).
k=1
Exercice 14

Soit (u,,) une suite définie pary € N* etvn € N, wu,,,1 = u2 + 1. Montrer qu'il existe un unique xréeltel que

vn eN, u, = E(a®").



