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Avertissement

- La qualité du raisonnement tiendra une part importante dans I'appréciation des copies. On veillera dor
répondre aux questions en faisant un raisonnement structuré et précis.

- Dans un méme exercice, on pourra répondre a une question en admettant les résultats des questions précé
- Si un éléve repeére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il 'indique sur sa copie et poursuit I'exercice
expliquant les initiatives qu'il a été amené a prendre.

- Vous pourrez traiter les exercices dans I'ordre de votre choix.

- L'usage de la calculatrice est interdit.

Exercice 1

1 0 0 1
On notel = (O 1) etJ = (_1 0).

1. CalculerJ?.

2. On considére I'ensembtedes matrices d&(,(R) de la formea! + b.J ola etb sont deux réels.
(a) Montrer quet est un sous-espace vectoriel(@é,(R), +, .). Donner sa dimension.
(b) Montrer quet est un sous-anneau (& (R), +, x).

(c) On noteV l'application :
C — €
z +— al+bJ Si z=a+1ib"’

Montrer que¥ est un isomorphisme d’espaces vectoriels et que
V(z,2') € C? U(zz') = W(2)¥(2).

(d) Soit M un élément deE, non nul. On note: et b les réels tels qué/ = al + bJ. Justifier que

(a,b) # (0,0). On notep = v/a? + b? etd un argument du complexe-+ :b. Montrer que pour tout
n €N,

M™ = p" cos(nf)I + p" sin(nh).J.

3. Soita et deux réels non nuls. On nofe et f les fonctions numériques réelles définies par :
Vz € R, fi(z) = cos(fz)e™”, fo(z) = sin(fz)e™”.

On désigne pa# I'ensemble des fonctions de la formef; + A f2, avec(A, A2) couple de réels.
(a) Montrer qugd, +, .) est unR-espace vectoriel.
(b) Montrer queB = (f1, f>) est une base d&.
4. On considere I'application définie suff qui a f associef’.
(a) Montrer quep est un endomorphisme de
(b) Donner la matrice représentative, noiéede o dansB.



(c) Donner un triple(r, s, t) de réels tel queM? + sM + tI = 0. (On pourra remarquer que — o/
s’exprime a l'aide d¢/...)

(d) M est-elle inversible ? Si oui, donner son inverse.

(e) Donner une autre démonstration de la question précédente en utiligaéfini en 2.).

() Montrer quey est un automorphisme de

5. Application.
(&) Montrer que tout élément deposseéde une unique primitive daifis

(b) Calculer, pour tout), i) € R?,

/2
I\ p) = / (Acos(3x)e™ + psin(3x)e)dz.
0

Exercice 2

1. (a) Soita € R™. Montrer que la fonction
R™ — R
Ja: t — t°

se prolonge en une fonction continue &ur (notée encorg,), qui est de classé' poura > 1.

1
Poura etb dansR™, on posel (a,b) = / fa(®) fo(1 — 1) dt.
0

(b) Trouver une relation entt&a + 1,b) etI(a,b+ 1).
(c) Calculerl(a,0). En déduire poun € N :

n!
I{a,n) = (a+1)(a+2)..(a+n+1)

2. Soita € R*. On pose pout > a, g,(x) = xIn (1 — 9) .
T
(@) Quelle est la limité, deg, en+oc? Montrer ¥V x > a, g,(z) < l,.

(b) Montrer:Vz > a, Inz —In(z — a) < ¢
r—a
(c) Etudier les variations dg, sura, +oo|.
(d) Pourn € N,n > a, on poser,, = (1 — 2) . Que dire la monotonie dér,,),-, ? Quelle est sa
n
limite ?
3. Soitz € R* etn € N*. On pose

F.(z) = /On (1 - %)nu” du.

(@) Montrer que pour € R™ fixé, la suite(F,(x)) est croissante.
et qu'on a alors

(b) Soitz € R*. Montrer qu'il existeA € R** tel queu > A = e * < -
uCE

A

1
VneN" Fn(x)g/ e "u’ du+ —.
0 A

En déduire quéF;,(z)) converge dan® vers une limite notéé’(x).

(c) Montrer:Vz € R™, Vn € N* F,(z) = n"I(x,n).
(d) Montrer:Vz € R F(x + 1) = (z + 1)F(z). En déduire la valeur d€'(k) pourk € N.



Probleme

Dans le probleme, on nofedle nombre complexe habituellement nétéV un entier naturel non nul et on pose

2Im

n=2N w,=en.
On appellera:
— polyndbme associé a urupleta = (ag, ..., a,_1) deC™ le polyndmeA € C,,_[X] défini par
A = Qo + (IlX + + an_an_l.

— transformation de Fourier discrete I'application linéaigassociant a tout-upleta de C™ le n-uplet de
C™ défini a I'aide du polynémel associé a par

Fy(a) = (A(1), A(wn), A(W?), ..., A(w™™)).

n n

Poura = (ag,...,an,—1) € C", on notea = (ag,ay,...,a,—1) le conjugué de:. Pour M € M, (C), on note
M € M, (C) la matrice dont les coefficients sont les conjugués de ceu de

Partie 1
1. Montrer queF), est bijective deC™ dansC".
2. Expliciter la matriceV/,, de 'endomorphismé’, dans la base canonique @é.
3. On désigne paret j deux entiers vérifiant-(n — 1) <i—j <n — 1.

n—1
En distinguant les cais— j # 0 eti — j = 0, calculer la sommg W=k,
k=0
4. Calculer le produit matricielZ, M,,. (On pourra numéroter les lignes et les colonnes par les entiéréde

n—1.)
5. Montrer que pour tout € C*, F,, *(«) = k, F,,(@) ou k,, est une constante a préciser.

Partie 2
A tout élément: = (ay, ..., a,—1) deC", on associe les élémerits= (ag, as, ..., a,_2) €tc = (a1, as, ..., a,_1) de
C=. On considére alors les images par la transformée de Fourier discréte de ces trois éléments que I'on note

Fn(a> - (Oéo,Oél, "‘7an—1)7 F%(b) - (507517 "'76%—1) et F%<C) = (’707717 "'77%—1)'

1. Montrer que pour tout entigrentre0 et 5 — 1,
ap =By + 7w etayn =, — 7, wh.

2. On suppose connus les nombres compleXe©n appelle "opération €lémentaire” I'une des quatre opéra-
tions dansC : +, x, — et-=. Les relations démontrées dans la question précédente permettent de calcL
F,(a) a partir def= (b) et Fz (c).

On désigne paty le nombre des opérations élémentaires nécessaires au calEuldepar I'algorithme

suivant (on rappelle que = 2V) :

— SIN =0, Fi(a) = (a) etuy = 0.

— SiN > 1, on calculeF= (b) et Fz(c) ce qui necessiteuy_, opérations, et on obtiert, (a) par les
relations précédentes.

Exprimeruy en fonction deuy_; et V, et en déduire,y en fonction deV puis den. Pourp donné, on ne

calculera qu’une seule fois le produyit w?.

Partie 3
On considere deux polynéméset () a coefficients réels ou complexes dont la somme des degrés respectifs
strictement inférieure &, et le polyndmek = P(). On pose :

n—1 n—1 n—1
P = Zp,'Xi, Q= quXj R = Zrka
i=0 §=0 k=0
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(les coefficients des polyndmd3 @), R d’indices strictement supérieur a leurs degrés respectifs sont nuls) e

P = (poy -y Pn—-1), 4 = (Qo, ---, Gn—1) €tP*q = (70, ..., 7—1) lES trois éléments d€” associés aux polyndbmes Q)
etR = PQ.

Enfin, on poseq = (poqo, p1¢1, ---» Pn_1Gn—1) l€ "produit” de deux éléments d&".
1. Montrer quel’, (p*q) = Fi(p)Fau(q)-
2. On calculen*q en calculant successivement :
— les transformées de Fourier discrei&sp) et F,,(¢) (avec 'algorithme précédent).
— le produitF,,(p) F,,(q) et doncF,(p * q).
— la transformée de Fourier discréte invefse (F,(p * q)) = p*q.
Déterminer le nombre d’opérations élémentaires nécessaires a chaque étape.

3. Donner un équivalent en fonction dedu nombre d’opérations nécessaires au calcul du prétigit PQ)
par cette méthode.

4. Comparer avec le nombre d’opérations élémentaires effectuées pour le calcul dupépddiaide d’'une
méthode plus "naturelle”.



