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Avertissement

- La qualité du raisonnement tiendra une part importante dans l’appréciation des copies. On veillera donc à
répondre aux questions en faisant un raisonnement structuré et précis.
- Dans un même exercice, on pourra répondre à une question en admettant les résultats des questions précédentes.
- Si un élève repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il l’indique sur sa copie et poursuit l’exercice en
expliquant les initiatives qu’il a été amené à prendre.
- Vous pourrez traiter les exercices dans l’ordre de votre choix.
- L’usage de la calculatrice est interdit.

Exercice 1

On noteI =

(
1 0
0 1

)
etJ =

(
0 1
−1 0

)
.

1. CalculerJ2.

2. On considère l’ensembleE des matrices deM2(R) de la formeaI + bJ oùa et b sont deux réels.

(a) Montrer queE est un sous-espace vectoriel de(M2(R), +, .). Donner sa dimension.

(b) Montrer queE est un sous-anneau de(M2(R), +,×).

(c) On noteΨ l’application :
C → E

z 7→ aI + bJ si z = a + ib
.

Montrer queΨ est un isomorphisme d’espaces vectoriels et que

∀(z, z′) ∈ C2, Ψ(zz′) = Ψ(z)Ψ(z′).

(d) Soit M un élément deE, non nul. On notea et b les réels tels queM = aI + bJ . Justifier que
(a, b) 6= (0, 0). On noteρ =

√
a2 + b2 et θ un argument du complexea + ib. Montrer que pour tout

n ∈ N,
Mn = ρn cos(nθ)I + ρn sin(nθ)J.

3. Soitα etβ deux réels non nuls. On notef1 etf2 les fonctions numériques réelles définies par :

∀x ∈ R, f1(x) = cos(βx)eαx, f2(x) = sin(βx)eαx.

On désigne parF l’ensemble des fonctions de la formeλ1f1 + λ2f2, avec(λ1, λ2) couple de réels.

(a) Montrer que(F, +, .) est unR-espace vectoriel.

(b) Montrer queB = (f1, f2) est une base deF.

4. On considèreϕ l’application définie surF qui àf associef ′.

(a) Montrer queϕ est un endomorphisme deF.

(b) Donner la matrice représentative, notéeM , deϕ dansB.
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(c) Donner un triplet(r, s, t) de réels tel querM2 + sM + tI = 0. (On pourra remarquer queM − αI
s’exprime à l’aide deJ ...)

(d) M est-elle inversible ? Si oui, donner son inverse.

(e) Donner une autre démonstration de la question précédente en utilisantΨ (défini en 2.).

(f) Montrer queϕ est un automorphisme deF.

5. Application.

(a) Montrer que tout élément deF possède une unique primitive dansF.

(b) Calculer, pour tout(λ, µ) ∈ R2,

I(λ, µ) =

∫ π/2

0

(λ cos(3x)e4x + µ sin(3x)e4x)dx.

Exercice 2

1. (a) Soita ∈ R+. Montrer que la fonction

fa :
R+∗ −→ R
t 7−→ ta

se prolonge en une fonction continue surR+ (notée encorefa), qui est de classeC1 poura > 1.

Poura et b dansR+, on poseI(a, b) =

∫ 1

0

fa(t)fb(1− t) dt.

(b) Trouver une relation entreI(a + 1, b) et I(a, b + 1).

(c) CalculerI(a, 0). En déduire pourn ∈ N :

I(a, n) =
n!

(a + 1)(a + 2)...(a + n + 1)
.

2. Soita ∈ R+. On pose pourx > a, ga(x) = x ln
(
1− a

x

)
.

(a) Quelle est la limitela dega en+∞? Montrer :∀ x > a, ga(x) 6 la.

(b) Montrer :∀ x > a, ln x− ln(x− a) 6
a

x− a
.

(c) Etudier les variations dega sur ]a, +∞[.

(d) Pourn ∈ N, n > a, on posexn =
(
1− a

n

)n

. Que dire la monotonie de(xn)n>a ? Quelle est sa

limite ?

3. Soitx ∈ R+ etn ∈ N∗. On pose

Fn(x) =

∫ n

0

(
1− u

n

)n

ux du.

(a) Montrer que pourx ∈ R+ fixé, la suite(Fn(x)) est croissante.

(b) Soitx ∈ R+. Montrer qu’il existeA ∈ R+∗ tel queu > A⇒ e−u 6
1

ux+2
et qu’on a alors

∀ n ∈ N∗ Fn(x) 6
∫ A

0

e−uux du +
1

A
.

En déduire que(Fn(x)) converge dansR vers une limite notéeF (x).

(c) Montrer :∀ x ∈ R+, ∀ n ∈ N∗ Fn(x) = nx+1I(x, n).

(d) Montrer :∀ x ∈ R+ F (x + 1) = (x + 1)F (x). En déduire la valeur deF (k) pourk ∈ N.
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Problème

Dans le problème, on noteI le nombre complexe habituellement notéi, N un entier naturel non nul et on pose
n = 2N , ωn = e

2Iπ
n .

On appellera :
– polynôme associé à unn-upleta = (a0, ..., an−1) deCn le polynômeA ∈ Cn−1[X] défini par

A = a0 + a1X + ... + an−1X
n−1.

– transformation de Fourier discrète l’application linéaireFn associant à toutn-upleta deCn le n-uplet de
Cn défini à l’aide du polynômeA associé àa par

Fn(a) = (A(1), A(ωn), A(ω2
n), ..., A(ωn−1

n )).

Poura = (a0, ..., an−1) ∈ Cn, on notea = (a0, a1, ..., an−1) le conjugué dea. PourM ∈ Mn(C), on note
M ∈Mn(C) la matrice dont les coefficients sont les conjugués de ceux deM .

Partie 1

1. Montrer queFn est bijective deCn dansCn.

2. Expliciter la matriceMn de l’endomorphismeFn dans la base canonique deCn.

3. On désigne pari et j deux entiers vérifiant−(n− 1) ≤ i− j ≤ n− 1.

En distinguant les casi− j 6= 0 et i− j = 0, calculer la somme
n−1∑
k=0

ω(i−j)k
n .

4. Calculer le produit matricielMnMn. (On pourra numéroter les lignes et les colonnes par les entiers de0 à
n− 1.)

5. Montrer que pour toutα ∈ Cn, F−1
n (α) = knFn(α) oùkn est une constante à préciser.

Partie 2
A tout élémenta = (a0, ..., an−1) deCn, on associe les élémentsb = (a0, a2, ..., an−2) et c = (a1, a3, ..., an−1) de
Cn

2 . On considère alors les images par la transformée de Fourier discrète de ces trois éléments que l’on note :

Fn(a) = (α0, α1, ..., αn−1), Fn
2
(b) = (β0, β1, ..., βn

2
−1) et Fn

2
(c) = (γ0, γ1, ..., γn

2
−1).

1. Montrer que pour tout entierp entre0 et n
2
− 1,

αp = βp + γp ωp
n etαp+n

2
= βp − γp ωp

n.

2. On suppose connus les nombres complexesωp
n. On appelle "opération élémentaire" l’une des quatre opéra-

tions dansC : +, ×, − et÷. Les relations démontrées dans la question précédente permettent de calculer
Fn(a) à partir deFn

2
(b) etFn

2
(c).

On désigne paruN le nombre des opérations élémentaires nécessaires au calcul deFn(a) par l’algorithme
suivant (on rappelle quen = 2N ) :
– SiN = 0, F1(a) = (a) etu0 = 0.
– Si N ≥ 1, on calculeFn

2
(b) et Fn

2
(c) ce qui nécessite2uN−1 opérations, et on obtientFn(a) par les

relations précédentes.
ExprimeruN en fonction deuN−1 etN , et en déduireuN en fonction deN puis den. Pourp donné, on ne
calculera qu’une seule fois le produitγp ωp

n.

Partie 3
On considère deux polynômesP et Q à coefficients réels ou complexes dont la somme des degrés respectifs est
strictement inférieure àn, et le polynômeR = PQ. On pose :

P =
n−1∑
i=0

piX
i, Q =

n−1∑
j=0

qjX
j , R =

n−1∑
k=0

rkX
k
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(les coefficients des polynômesP, Q,R d’indices strictement supérieur à leurs degrés respectifs sont nuls) et
p = (p0, ..., pn−1), q = (q0, ..., qn−1) etp∗q = (r0, ..., rn−1) les trois éléments deCn associés aux polynômesP, Q
etR = PQ.
Enfin, on posepq = (p0q0, p1q1, ..., pn−1qn−1) le "produit" de deux éléments deCn.

1. Montrer queFn(p∗q) = Fn(p)Fn(q).

2. On calculep∗q en calculant successivement :
– les transformées de Fourier discrètesFn(p) etFn(q) (avec l’algorithme précédent).
– le produitFn(p)Fn(q) et doncFn(p ∗ q).
– la transformée de Fourier discrète inverseF−1

n (Fn(p ∗ q)) = p∗q.
Déterminer le nombre d’opérations élémentaires nécessaires à chaque étape.

3. Donner un équivalent en fonction den du nombre d’opérations nécessaires au calcul du produitR = PQ
par cette méthode.

4. Comparer avec le nombre d’opérations élémentaires effectuées pour le calcul du produitPQ à l’aide d’une
méthode plus "naturelle".
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