
DM 15 - Déterminant de Cauchy - Théorème de Müntz

I. Déterminant de Cauchy

Dans cette partie,K est un corps (R ouC).
Soienta1, .., an, b1, ..., bn ∈ K tels que pour tout1 ≤ i, j ≤ n, ai + bj 6= 0.

On note pour1 ≤ k ≤ n, Dk = det

((
1

ai + bj

)
1≤i,j≤k

)
.

1. On suppose que les scalairesai (ou bj) ne sont pas distincts deux à deux. DéterminerDn.

2. On suppose lesai distincts deux à deux (ainsi que les scalairesbj). On définit la fraction rationnelle

F (X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

a1 + b1

· · · 1

a1 + bn−1

1

a1 + X
...

...
...

1

an + b1

· · · 1

an + bn−1

1

an + X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a) Déterminer les pôles deF et la partie polaire deF relative au pôle−an en fonction deDn−1.

(b) On écritF (X) =
N(X)

D(X)
oùD est un polynôme unitaire de degrén à déterminer. Montrer qu’il existe

λ ∈ K tel queN(X) = λ
n−1∏
i=1

(X − bi).

(c) Déterminerλ en fonction deDn−1, a1, ..., an, b1, ..., bn−1.

(d) En remarquant queDn = F (bn), déterminerDn en fonction deDn−1.

3. Montrer par récurrence queDn =
∏

1≤i<j≤n

(aj − ai)(bj − bi)

(aj + bi)(bj + ai)

n∏
i=1

1

(ai + bi)
.

II. Déterminant de Gram

Soientx1, ..., xp des vecteurs d’un espace euclidienE. On noteG(x1, ..., xp) = ((xi|xj))1≤i,j≤p ∈ Mp(R) la
matrice de terme général(xi|xj).

1. Montrer que(x1, ..., xp) est une famille libre si et seulement siG(x1, ..., xp) est inversible.

2. On suppose dans la suite que(x1, ..., xp) est une famille libre. Montrer qu’il existeP ∈ GLp(R) une matrice
triangulaire supérieure inversible telle queG(x1, ..., xp) = tPP . En déduire quedet(G(x1, ..., xp) > 0.
Soitx ∈ E etm1, ...,mp+1 les cofacteurs deG(x1, ..., xp, x) associés aux indices(p+1, 1), (p+1, 2), ..., (p+

1, p + 1). On posey =

p∑
j=1

(−1)p+1+jmjxj + m2p+1x.

3. Montrer quey ∈ Vect (x1, ..., xp)
⊥.

4. Montrer que
1

m2p+1

y est la projection orthogonale dex sur Vect(x1, ..., xp)
⊥.

5. Montrer qued(x, Vect (x1, ..., xp)) =

√
det(G(x1, ..., xp, x)

det G(x1, .., xp)
.
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III. Théorème de Müntz

On noteE = C([0, 1], R) et on munitE du produit scalaire(f, g) 7→
∫ 1

0

f(t)g(t) dt = (f |g). On considère

une suite strictement croissante(λi)i∈N∗ de réels strictement positifs.
Pourr ≥ 0, on notehr : t 7→ tr ∈ C([0, 1], R). Pourn ∈ N∗, on poseHn = Vect (hλ1 , ..., hλn). Dans la suite de
la partie, on fixe un réel strictement positifr distinct des réelsλi.

1. Montrer qued(hr, Hn)2 =
1

2r + 1

n∏
i=1

(
r − λi

r + λi + 1

)2

.

2. On définit la suite(un)n∈N∗ = (d(hr, Hn)2)n∈N∗.

Montrer que(un) tends vers0 si et seulement si la suite

(
n∑

i=1

ln

∣∣∣∣ λi − r

λi + r + 1

∣∣∣∣
)

diverge vers−∞.

3. On suppose que(λi) converge vers un réelλ. Montrer que(un) tend vers0.

4. On suppose que(λi) diverge vers+∞. Montrer queln

∣∣∣∣ λi − r

λi + r + 1

∣∣∣∣ ∼ µ
1

λi

où µ est une constante à dé-

terminer. On admet qu’alors

(
n∑

i=1

ln

∣∣∣∣ λi − r

λi + r + 1

∣∣∣∣
)

diverge vers−∞ si et seulement si

(
n∑

i=1

1

λi

)
diverge

vers+∞.

5. Synthèse: conclure en montrant que(d(hr, Hn))n∈N∗ tend vers zéro si et seulement si

(
n∑

i=1

1

λi

)
diverge

vers+∞.

L’an prochain, vous pourrez à partir de ce résultat que Vect(hλ1 , ..., hλn , ...) est dense dansC([0, 1]) (muni de la

norme euclidienne) si et seulement si

(
n∑

i=1

1

λi

)
diverge vers+∞.
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