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|. Déterminant de Cauchy

Dans cette partiek est un corpsig ou C).
Soientay, .., a,, by, ..., b, € Ktels que pour tout <¢,j <n,a; +b; #0.

On note poud < k < n, Dy = det ( )
ai + b, 1<i,j<k

1. On suppose que les scalaitggou b,) ne sont pas distincts deux a deux. Détermiigr

2. On suppose les distincts deux a deux (ainsi que les scalair@sOn définit la fraction rationnelle

1 1 1
a, + by ar +bp,—1 ar +X
F(X) = : : :
1 1 1
an + by p +bp_1  ap+ X
(a) Déterminer les pbles de€ et la partie polaire dé’ relative au péle-a,, en fonction deD,,_;.
(b) On écritF(X) = DEX; ou D est un polyndme unitaire de degré déterminer. Montrer qu’il existe

n—1
A€ KtelqueN(X) = A]] (X —by).
=1

(c) Déterminer\ en fonction deD,, 1, ay, ..., ay, by, ..., by_1.
(d) Enremarquant quB,, = F'(b,), déterminerD,, en fonction deD,,_;.
(a5 — ai)(b; = bi) T- 1

3. Montrer par récurrence que, = H (a; = 5) (b, + 1) (@b
i 1 ] v) =1 7 1

1<i<j<n

ll. Déterminant de Gram

Soientz, ..., z, des vecteurs d'un espace euclidEnOn noteG(z1, ..., z,) = ((xi|z;))1<ij<p € Mp(R) la
matrice de terme genérat;|z;).
1. Montrer qu€(zy, ..., ) est une famille libre si et seulement@iz, ..., z,,) est inversible.

2. On suppose dans la suite due, ..., z,,) est une famille libre. Montrer qu'il existe € GL,(R) une matrice
triangulaire supérieure inversible telle qGér, ..., z,) = ‘PP. En déduire quéet(G(zy, ..., z,) > 0.
Soitx € E etmy, ..., m,;, les cofacteurs d€'(zy, ..., z,, ) associés aux indicép+1, 1), (p+1,2), ..., (p+

p
1,p+1).0nposey = Y (—1)""mz; + moypia.
j=1
3. Montrer quey € Vect (z1, ..., z,)".

1 L
4. Montrer que——y est la projection orthogonale desur Vect(z, ..., z,)*.
Mmop+1

det(G(xy, ..., xp, x)
det G(xy, .., xp)

5. Montrer quel(z, Vect (z1, ..., z,)) = \/



lll. Théoreme de Miintz

1
On noteE = C([0, 1], R) et on munitE du produit scalair€ f, g) — / f(t)g(t) dt = (f|g). On considere
0

une suite strictement croissargte )~ de réels strictement positifs.
Pourr > 0, on noteh, : ¢t — t" € ([0, 1],R). Pourn € N*, on poseH,, = Vect(h,,, ..., hy,). Dans la suite de
la partie, on fixe un réel strictement posititlistinct des réels,.

1.

2.

1 r=X \’
Montrer quel(h,, H,)? = . .
quei( ) 27’+1g<7’+)\i+1)
On définit la suit@u,, )nene = (d(hr, Hy)?)nen-
i —

Montrer que(u,,) tends vers) si et seulement si la sui Z In Fvr——
i T

i=1

On suppose que\;) converge vers un réel. Montrer que(u,) tend vers.

D diverge vers—oo.

. Ai — 1 . s s
On suppose que\;) diverge verst-oo. Montrer queln Til‘ ~ #)\— ou . est une constante a dé-
it T i
terminer. On admet qu’alo E In|——— | | diverge vers-oo si et seulement g E — | diverge
A ’éil B /\i+r+1’> k >~ i=1 Ai) )

vers—+oo.

. L "1
Synthese: conclure en montrant qué(h,., H,,))nen+ tend vers zéro si et seulement(sE )T) diverge
i=1 "V

vers—+oo.

L'an prochain, vous pourrez a partir de ce résultat que Vegt ..., h,,,, ...) est dense dan3([0, 1]) (muni de la

n

.- . 1 :
norme euclidienne) si et seulemem<sz X diverge verstoo.

i=1 7



