
Sujets de colles - Matrices

MPSI 1 - Lycée Descartes

Exercice 1
Soit f ∈ L(E) tel quefn = 0 et fn−1 6= 0 (n = dimE). Montrer
que∃x ∈ E, (x, f(x), ..., f (n−1)(x)) base deE. Donner la matrice
def, f2, ..., fn−1 dans cette base.

Exercice 2
Soit A ∈ M3,2(R), B ∈ M2(R), C ∈ M2,3(R). Trouver x tel

queABC =

 1 1 2
−2 x 1
1 −2 1

. On pourra s’intéresser au rang de

ABC.
Exercice 3

Calculer


1

1
2

1
6

2 1
1
3

6 3 1


n

.

Exercice 4
Soit E un R-ev de dimension3. Soit f ∈ L(E) tel quef2 = f3

et dim Ker (f − Id) = 1. Montrer qu’il existe une base deE dans

laquelle la matrice def est de la forme

 1 0 0
0 0 α
0 0 0

 avecα ∈

{0, 1}.
Exercice 5

Soitϕ ∈ L(C2[X],C3[X]) définie parϕ(P ) = XP − X2P ′(0) +
P ′′. Donner la matrice deϕ relativement aux bases canoniques. Dé-
terminer le rang deϕ.

Exercice 6

On considère la matriceA =

 0 0 1
1 0 3
0 1 0

 . Montrer qu’il existe

a, b, c ∈ R tels queA3 + aA2 + bA + cI3 = 0. En déduire que
l’ensemble des matrices

{M(p, q, r) =

 p r q
q p+ 3r 3q + r
r q p+ 3r

 , (p, q, r) ∈ R3}

est un espace vectoriel dont on donnera une base, et un anneau.
Exercice 7

Soit a ∈ R, An ∈ Mn(R) la matrice définie parai,j = 1 si i 6= j
et ai,i = 1 + a. Calculer le rang deA3. En distinguant les casa 6∈
{0,−n}, a = 0 eta = −n, déterminer le rang deAn.

Exercice 8

Résoudre le système


x+ 3y + 2z + t = 2
2x+ 7y + 3z =−5

3x+ 8y + 7z + 11t=13
−2x− 8y − 2z + 6t= 0

.

Exercice 9
Déterminer le rang deA = (i+ j − 1)1≤i,j≤n

Exercice 10

Déterminer le rang deA =


2 3 5
1 4 0
−1 −3 −1
3 6 6

.

Exercice 10

Déterminer le rang deA =


3 1 1
1 1 λ
−4 4 −4
6 4 0

, λ ∈ R.

Exercice 11
SoitE = {fa,b : x 7→ (ax + b)e2x, (a, b) ∈ R2} et ψ : f 7→ f ′.
Montrer queψ ∈ L(E). Déterminer la matrice deψ dans la base
(f1,0, f0,1).

Exercice 12
SoitE un R-ev de dimension2n + 1, B = (e1, ..., e2n+1) une base
deE et T ∈ L(E) tel queT (e1) = e2, T (ei) = ei−1 + ei+1 pour
2 ≤ i ≤ 2n etT (e2n+1) = e2n. Déterminer la matrice deT dansB,
Ker T, Im T et le rang deT .

Exercice 13
Soita ∈ R. Inverser la matrice triangulaire supérieure d’ordren dé-
finie parai,j = aj−i pourj ≥ i.

Exercice 14

SoitA ∈ Mn(C) telle que|ai,i| >
∑
j 6=i

|ai,j | pour tout1 ≤ i ≤ n.

Montrer queA est inversible.
Exercice 15

Soienta, b ∈ C. Déterminer le rang de


a 0 0
b a 0 0
0 b a 0
0 0 b a

 .

Exercice 16
Soitf ∈ L(E) (dimE = 3) tel quef2 = 2f−Id, f 6= 2Id. Montrer
quef est inversible et calculerf−1. Montrer que Im(f − Id) ⊂
Ker (f − id). Montrer qu’il existe une base dans laquellef a pour

matriceA =

 1 0 0
0 1 1
0 0 1

. CalculerAn.
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