Sujets de colles - Dérivabilité, convexité

MPSI 1 - Lycée Descartes

Exercice 1(Jean-Baptiste)
Soit f : R — R dérivable et bornée telle qué(x) — [ en
+o00. Montrer que = 0.

Exercice 2(Xavier)

Soit f continue suia, b] dérivable sufa, b| telle quef(a) =
f(b) = 0. Montrer qu'il existe une tangente a la courbe
passant pafd, 0) sid ¢ [a,b].

Exercice 3(Sébastien)
Soit f continue sufa, b] telle que

V(z,y) € [a,b, f <“y> <
Montrer quef est convexe.

Exercice 4(Jean-Jacques)
Soit f : t — (t* — 1)™. Montrer que

Vk e {0,..,n—1}, f® 1) = f®(-1)=0.

Calculer £(™ (1) et f(")(—1). Montrer quef(™ s’annulle au
moinsn fois sur] — 1, 1[.

Exercice 5(Martin)
2n

1 TP
Z T Montrer que(u,,) admet une limite finie.

k=n+1
Soit f : [0, +oc[ dérivable telle quef(0) = 0. Montrer que

1
! (n +1
f(z) =In(1 + z). Déterminet.

Soitu,,

) + ...+ f <2ln) converge versf’(0). On pose

Exercice 6(Anthony)
Soit f dérivable telle quef’(z) — [ en +oo. Montrer que

/(@)

— len+oo.

Exercice 7(Benjamin P)

1
Soit = . Montrer que € C°(R) et
@ = = que f ()
que f(M(z) = Pu(2) avec P, € R,[X]. Don-

(1 + x2)"+s
ner une relation de récurrence enffg, 1, P, P, puis entre
P,+1,P,, P,—1. Préciser P,(0) et montrer queP,
—nQPn_l.

Exercice 8(Marius)

Etudier la suite définie par récurrence pgr> 0 et

1 1
Vn € Nyupy1 = 1+§sin—.

Up
Exercice 9(Julien)
Soitp € N, p > 2. Montrer que
1
In(In(p + 1)) — In(In(p)) < onp’

1
plnp’

n
En déduire la limite de la suite définie pay = Z
p=2

Exercice 10(Alexandre)

- ) 1 .
On définit la suitg(u,,) parug = 1 etu,+1 = 1+ —. Soit
Un
3

I= {2,2} et f définie surl par f(z) =1+ l. Montrer que
X

f(I) C I. Montrer quef admet un unique point fixesur I et
le calculer. Montrer que

fun) = £(D)

Vn > 1,
Uy, — |

O =~

<
En déduire quéu,,) converge vers.

Exercice 11(Matthieu V)
Soit f : I — R dérivable entg € I. Trouver la limite éven-
zf(x0) — o f(2)

r — X9

tuelle enzy dezx —

Exercice 12(Florian)
Soit f [0,400[— R dérivable telle quevz &
[0, 400[, f'(z) > 0. Montrer queva > 1, f(x + 1) — f(x) <

f'(z) < f(x) = f(x —1). On poseu, = » _ f'(k). Encadrer
k=1
u, a l'aide def(n + 1) et f(n). Donner le sens de variation

de(u,) et(f(n)).

Exercice 13(Benjamin H)
SoitP(z) = z(z—1)...(x —n). Montrer queP’ est un produit
de polyndmes réels de degdré

Exercice 14(Laure)

T 2
Montrer quevz € {0, 5] ,—x < sinz < x. Donner un enca-

™
drement semblable pour la fonction tangente {sl,nﬂ .



Exercice 15(Charles)
Trouver les fonctions définies s, dérivables eif telles que
Vz € R, f(2x) = 2f(z).

Exercice 16(Erwan)
Soit f : [0,1] — R dérivable avecf(0) = 0 et f(1) =
1. Montrer que pourn € N*, il existe (z1,...,z,) €
[0,1]" distincts deux & deux tels qde_ f'(zx) = n.

k=1

Exercice 17(Antoine)

Soit f dérivable sufa, b] telle quef(a) = f(b) et f'(a) = 0.
Montrer quedc €]a, b], f'(c) = W_

Exercice 18(Matthieu L)

Soitf : [0,a] — R dérivable telle qug (0) = f/(0) = f(a)
0. Montrer qu'il existe un pointy/ de C; autre queO (I'ori-
gine) tel que la tangente eéd a C; passe paO.

Exercice 19(Aude)
Soit f, g : [a,b] — R continues sufa, b], dérivables sufa, b|
tel quevz €la,b[,¢'(x) # 0. Montrer queg(b) — g(a) # 0
f0) = fla) _ f(c)

| g(0) = gla) ~ g'(c) |
fonctionz — f(x) — Ag(z) avech un réel a déterminer.

et3c €la, b,

Exercice 20(Reda)
. 1 .
Soit f :]0, +00[— R. Montrer quer — f (x) convexe si et

seulement st — x f(x) est convexe.

Exercice 21(Laure)
1
n n—1,+\ _ /_1\n €=
Montrer queD (:z: ez> =(-1) g
Exercice 22(Elodie)
Etudier f définie parf(z) = arctan —
X

T
+ arctan
1 T

1
arctan —.
212

Exercice 23(Julien B)
2n

e " —1 ,
Calculer la dérivée d¢ : x — arctan ———. Interpréter.
2 4+ 1

Exercice 24(Georges)
On posey(z) = arctanz. Montrer quevn > 1,4 (z) =

(n — 1)l cos™ ysin(ny + %)

Exercice 25(Erwan)
Montrer quef définie surl, +oo] par f(z)

—In(In(z)) est
Tty
2

>

convexe. En déduire qu&(z,y) €]1, +oc[?,1n <

vinzlny.

Exercice 26(Martin)

Montrer quef : 2 — In(1+e”) est convexe. Soienty, ..., z,,
1
n réels strictement positifs. Montrer qlie- (xl.mg...xn)ﬁ <
1
" n
H (1 + xk) .
k=1

Exercice 27(Pierre-Olivier)

a4 + L En déduire
x+1

Trouvera etb tels que
2-1 -1

£ 0 f () = .

Exercice 28(Thomas)

Soitg : * — ——. Montrer queVn € N, existsP, €
1+ 22 (@)
P,(x
R(X], FW(z) = — 22
[ ]7f (‘T) (1+$2)n+1

Exercice 29(Aurélien)
Sur quelles parties dB, z — vz2 — z° est-elle continue et
dérivable.

. On pourra utiliser une Exercice 30(Aurélien)

Calculer la dérivée-iéme der — cos? .



